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VORREDE. 



Die Lehre von der Kreistheilung, obwohl eins der interessan- 
testen Gebiete, welche in neuerer Zeit der Mathematik hinzu- 
gefügt worden sind, weil Geometrie, Arithmetik und Algebra in 
wunderbarer Weise darin in Wechselbeziehung stehen, ist doch 
bisher nur wenig in weiteren Kreisen bekannt und beachtet 
worden. Wenn hiervon der Grund einerseits darin zu suchen 
ist, dass andere, gleichzeitig entstandene, Disciplinen von grosser 
Wichtigkeit einen bedeutenden Theil des Interesses absorbirt 
haben, sowie darin, dass alle der Zahlentheorie angehörenden 
Gebiete ihrer grossen Abstractheit wegen eine verhältnissmässig 
nur geringe Anziehungskraft auszuüben pflegen, so ist ohne Zweifel 
von nicht geringerem Gewichte der Umstand, dass bisher die be- 
treffenden Untersuchungen, welche sehr zahlreich sind, noch nicht 
gesammelt und in passender Verbindung, sondern nur in einzel- 
nen Abhandlungen, in den verschiedenen mathematischen Zeit- 
schriften zerstreut, dem Publicum dargeboten worden sind. Diese 
Erwägung und der Wunsch, eine Disciplin, welche dem Ver- 
fasser selbst grosses Interesse einflösst, auch Anderen näher zu 
bringen, haben ihn bewogen, die hier folgenden Vorlesungen über 
Kreistheilung und höhere Arithmetik, wie sie zum Theil an 
hiesiger Universität von. ihm gehalten worden sind, dem Druck 
zu übergeben. Dem Zwecke entsprechend ist dabei weniger 
darauf gesehen worden. Alles, was in dem Gebiete bisher ge- 
arbeitet worden, zusammenzustellen, als vielmehr, wie es bei 
academischen Vorlesungen angezeigt ist, auf eine passende Aus- 
wahl, durch welche jede, wesentlich in Frage kommende Seite 
des Gegenstandes beleuchtet, der Leser in denselben eingeführt 
und in den Stand gesetzt wird, sich in der vorhandenen Literatur 
zurecht zu finden und selbständig weiter zu arbeiten. Um jedoch 
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den Mangel der Vollständigkeit einigermassen auszugleichen, sind 
in häufigen Citaten die hauptsächlichsten Arbeiten über die be- 
handelte DiscipUn angegeben worden. 

Jacobi hat über denselben Gegenstand Vorlesungen ge- 
halten, von welchen verschiedene Hefte noch vorhanden sind. 
Durch die Güte des Herrn Professor Kronecker ist dem Ver- 
fasser die Durchsicht eines solchen gestattet worden, als Auswahl 
und Anordnung des Stoffes ihm schon ziemlich feststanden. Er 
hat sich dabei überzeugt, dass die wichtigsten Resultate, zu 
welchen Jacobi gelangt ist, gleichzeitig durch Ca uchy gefunden 
oder seitdem durch die Arbeiten anderer Mathematiker reprodu- 
cirt worden sind. Wenn gleichwohl die Publication von Jacobi's 
Vorlesungen wegen einer Reihe von speciellen und feinen Unter- 
suchungen, welche ihm ^durchaus ^gen sind, ein besonderes 
Interesse darbieten würde, schien es doch dem Verfasser für das 
Publicum wünsclienswerther, auch von den Arbeiten späterer 
Mathematiker, namentlich von der Vervollkommnung^ welche 
Kummer den Resultaten Jacobi *s gegeben hat, unterrichtet zu 
werden, die Einfügung dieser Arbeiten in die Jacobi'schen Vor- 
lesungen jedoch kaum möglich, ohne deren Character völlig zu 
verändern. Um indessen einer eventuellen Veröffentlichung jener 
Vorlesungen nicht vorzugreifen, hat er sich nur an einer Stelle 
(in Nr. 2 der 13. Vorlesung) erlaubt, einen Passus aus denselben 
herüber^nehmen, alles Uebrige ist nach andern, überall, wo es 
wünschenswerlh schien, angegebenen Quellen gearbeitet worden. 

Noch muss ein Wort über die Vorkenntnisse, welche in 
diesem Ruche von dem Leser werden gefordert werden, hier 
Platz finden. Dem Verfasser sind in dieser Hhisicht folgende 
Gesichtspunkte massgebend gewesen. Da es ihm darauf ankommt, 
den Inhalt des Ruches weiteren Kreisen, namentlich den Studiren- 
den zugänglich zu machen, hat er eine ^erhältnissmässig geringe 
mathematische Rildung, aus der Algebra nur die Rekanntschaft 
mit den allgemeinen Sätzen über die Gleichungen, ihre Wurzeln 
und die symmetrischen Functionen derselben, aus der Zahlen- 
orie etwa mit denjenigen, auf Theilbarkeit der Zahlen und 
Congruenzen bezüglichen, einfachen Sätzen vorausgesetzt, welche 
in Dirichlet's Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben 
von Dedekind, die ersten 20 bis 25 Paragraphen erfüllen. 
Biezu bestimmte den Verfasser zudem die Absicht, die eigenthüm- 
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liehe Wechselbeziehung, welche zwischen der Lehre von der 
Kreislheilung einerseits und der höhereu Arithmetik andererseits 
besteht, in das hellste Licht zu setzen, indem er nichts aus der 
letztern voraussetzen mochte, was durch die erstere ohne Zwang 
konnte abgeleitet werden. Alle andern arithmetischen Betrach- 
tungen aber, welche die nothwendige Basis für die Anwendungen 
der Kreislheilung bilden, sind in dem Buche selbst an den be- 
treffenden Stellen auseinandergesetzt worden. 

Möge die vorliegende Arbeit dem Zwecke dienen, zu welchem 
der Verfasser sie bestimmt hat: Interesse für die feinen Unter- 
suchungen über Kreistheilung zu erwecken, welche das erste 
Beispiel jenes wunderbaren Zusammenhanges geboten haben, der 
die Zahlentheorie mit den verschiedensten Gebieten der mathemati- 
schen Speculation verbindet! — 

Breslau im Frühling 1872. 
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Erste Vorlesung. 
Das Problem der Ereistheilung. 

1. Die Lehre von der Kreistheilung hat die Aufgabe: die 
ganze Peripherie des Kreises in eine gegebene Anzahl 
gleicher Theile zu zerlegen., zu ihrem Gegenstande. Dafür 
kann man auch die Aufgabe subslituiren: den ganzen Winkelraum 
um den Mittelpunkt, welcher vier Rechte oder 360^ beträgt, in 
dieselbe Anzahl gleicher Theile zu theilen. Verbindet man die 
successiven Theilpunktc der Peripherie durch gerade Linien, so 
entsteht ein, dem Kreise eingeschriebenes, regelmässiges Vieleck 
von ebensoviel Seiten, als die Anzahl der gleichen Theile beträgt. 
Man kann also die Aufgabe der Kreistheilung auch so aussprechen: 
In den Kreis ein regelmässiges Vieleck von gegebener 
Seitenzahl einzutragen. 

Diese Aufgabe ist eine der ältesten in der ganzen Mathematik, 
aber ihre Lösung ist nur in den einfachsten Fällen des Problems 
bereits den Alten (zu Euclid's Zeiten*)) bekannt gewesen. Wir 
wollen hier zunächst diese einfachsten Fälle zusammenstellen. 

1) Man theilt den Kreis in zwei gleiche Theile durch irgend 
einen Durchmesser desselben, und durch zwei auf einander senk* 
rechte Durchmesser in vier. 

2) Um ihn in sechs gleiche Theile zu zerlegen oder .ein regu- 
läres Sechseck einzuschreiben, beachte man, dass Jedes der con- 
gruenlen Dreiecke, aus denen 'das letztere besteht, ein gleich- 
schenkliges ist, mit der Sechseckseite als Basis. Da nun der 
Winkel an der Spitze 60^ beträgt, muss jedes dieser Dreiecke 



*) S. Euclid's Elemente, Buch IV. — In Brctschneidcr's Buch 
„die Geometrie und die Geometer vor Euclides" §. 69 wird die Be- 
kanntschaft mit den regelmässigen Vielecken, namentlich dem Fünfecke, 
schon Pythagoras zugeschrieben. 
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Fig. 1. 



sogar ein gleichseitiges sein. Folglich ist die Secliseckseite dem 
Radius des Kreises gleich. 

3) Denkt man sich 
das reguläre Sechseck 
«1 «2 flTg «4 «5 a^ (Fig. 1) 
in den Kreis eingeschrie- 
ben und verbindet dann 
a^ mit a^, a^ mit ar^, 
ttr^ mit r/| , so entsteht 
das reguläre Dreieck. 
Wie leicht zu sehen, 
steht a.^a^^ auf dem Ra- 
dius ma^ senkrecht und 
halbirt denselben in n. 
Man erhält folglich die 
Dreiecksseitejndem man 
durch den Mittelpunkt 
eines Radius die auf ihm senkrechte Sehne zieht. 

4) Ist amh (Fig. 2) eins der congruentcn Dreiecke, aus wel- 
chen das reguläre Zehneck besteht, so ist <^ amft = 36^ 
-^mab = ^mba = 72®. Ilalbirt man daher den ^mba durch 
die Linie 6c, so wird A tncb gleichschenklig, ebenso wie /\ abc. 
Daraus folgt ab = bc = cm; und aus der Aehnlichkeit der beiden 

Dreiecke amb und abc 
ergiebt sich: 

ac : ab = ab : am 

oder mit Rücksicht auf 
die gefundene Gleich- 
heit: 




Fig. 2. 




ff-V^ — 



\ 



\ 




ac : cm 



cm : am. 



Tlieilt man also einen 
Radius am durch den 
sogenannten goldenen 
Schnitt in c nach stetiger 
Proportion, und schlägt 
um c mit dem grösseren 
Stücke cm einen Kreis, welcher den gegebenen in b schneide, so 
ist die Sehne ab die Seite des regelmässigen Zehnecks. 
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5) Die Summe zweier Zehnlbeile der Peripherie, ah und hc 
(Fig. 3) giebt einen Fünftheil ac, und folglich ist die Sehne ac 
die Seile des regelmässigen Fünfecks. 

6) Ist a«i ein Sechstheil der Peripherie, ab^ ein Zehntheil, 
so wird nach der Gleichung ^ — iV = iV ^^^^ Stück «jft, ein 
Fünfzehntheil 'sein. 

7) Man theilt irgend einen Bogen a/3 in zwei gleiche Theile, 
indem man auf die Sehne Fig. 's. 

aß vom Mittelpunkte ein 
Loth fällt und es bis y in 
der Peripherie verlängert. 
Diese Bemerkung lehrt, 
dass, wenn man die Kreis- 
peripherie in irgend eine ^ 
Anzahl n gleicher Theile 
getheilt hat, man jeden der- 
selben in zwei, vier, acht, ... 
gleiche Theile zerlegen 
kann; mit andern Worten: 
wenn man den Kreis in n 
gleiche Theile zu theilen 
weiss, so versieht man es auch für 2;?, 4w, 8w, ... allgemein 
für 2^ . n gleiche Theile. Wir können demnach das Problem der 
Kreistheilung bereits als gelöst ansehen für jede Anzahl gleicher 
Theile, welche in einer der Formeln 




3 . 2^^, 5.2'^. 15 . 2 



X 



enthalten ist, worin 2* jede ganze Potenz von Zwei bedeutet. 

2. Diese aus der elementaren Geometrie jetzt allgemein be- 
kannten Betrachtungen erschöpfen alle Fälle, in welchen die 
Lösung .der Aufgabe schon Euclid bekannt war. Es ist nun 
höchst merkwürdig, dass es erst nach zwei Jahrtausenden Gauss 
gelang, weiter darüber hinauszuschreiten, und die Art, wie es ge- 
schah, ist sehr geeignet, auf den Entwicklungsgang der mathe- 
matischen Wissenschaften ein helles Licht zu werfen. Bisweilen 
bleibt lange Zeit, trotz anhaltender Bemühungen, ein. Problem 
ungelöst oder eine Frage unbeantwortet, welche in irgend einem 
Gebiete gestellt sind. Inzwischen schreitet die Wissenschaft in 

anderen Richtungen unaufhaltsam fort, neue Disciplinen entstehen 

1* 
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und werden ausgebildet, welche ohne Zusammenhang scheinen 
mit jenem Probleme, bis plötzlich der Horizont sich erweitert, 
ein überraschender Zusammenhang zwischen scheinbar heterogenen 
Dingen erkannt wird und so die Frage in einem ganz anderem 
Gebiete, als in welchem sie ursprünglich aufgeworfen war, ihre- 
Beantwortung findet. So ist es der Aufgabe der Kreistheilüng 
auch ergangen. Ursprünglich eine Frage der reinen Geometrie, 
ist sie durch Gau^s zu einer algebraischen geworden und in den 
innigsten Zusammenhang mit den Eigenschaften der ganzen Zahlen 
getreten. Dadurch wird es erkiärhch, dass Gauss' betreflende 
Untersuchung einen Abschnitt''') seines berühmten, im Jahre 1801 
erschienenen Werkes „Disquisitiones arithmeticae" bildet, welches, 
wie der Titel besagt, rein arithmetischen Untersuchungen gewid- 
met ist. Um diesen Zusammenhang verständlich machen zu können, 
ist es zunächst nothwendig zu zeigen, wie die geometrische Auf- 
gabe der Kreistheilüng in eine algebraische verwandelt werden 
kann. 

Angenommen, die Kreisperipherie sei durch die Punkte 
a^, a2, Or^, . . , an in n gleiche Theile getheilt, eine Anzahl, 
welche wir nach dem zuvor über die Zweitheilung eines Winkels 
Gesagten jetzt und in allem Folgenden als ungerade voraussetzen 
können, so ist leicht zu sehen, dass, wenn man a^ mit a^ ver- 
bindet und diese Linie wiederholt in den Kreis einträgt, man all- 
mählich zu allen Theilpunkten gelangen wird; denn zunächst triflt 
man auf die Punkte a^, a^, ... an mit ungeradem, sodann auf' 
die Punkte «j» ^4> • • • ^n-i wit geradem Index, bis man endlich' 
zum Punkte a^ zurückkehrt. Kann man daher die Länge a^ a^ 
finden, so hat man damit die Theilung des Kreises in n gleiche 
Theile geleistet. Wenn wir uns nun der trigonometrischen 

Funclionszeichen bedienen, so ist a^ a^ nichts Anderes als 2 i^ . sin — , 

wenn R den Radius des Kreises und, wie gewöhnlich, 27C die 
ganze Peripherie eines Kreises mit dem Radius Eins bezeichnet.- 
Unsere geometrische Aufgabe ist hierdurch darauf 

27t 

roducirt, den Werth von sin — zu ermitteln, wofür man 

n 

auch irgend eine andere trigonometrische Function 



*) Gau BS disquisitiones arithmeticae, Sectio VII, in seinen mathein. 
Werken Bd. I. pag. 412. 
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desselben Bogens, z, B. cos — , tß — suchen kann, da 

man aus den Werlhen dieser Grössen jenen Werth mittels der 
bekannten Formeln: 



■,m-- = yi- 



, 2« 



9 2 3r .27t ° M 

sm — = 1/ 1 — cos^ — . sm — = 



n 



erhält. 

3. Als besonders einfach aber empfiehlt es sich, nicht die 

trigonometrischen Functionen sin — , cos — selber, sondern die 

fobende Combination derselben: cos h ^* • sin — , in welcher 

i = yZ- 1 isi^ ZQ suchen. Findet man den Werth dieses Aus- 
druckes deich a A- hi, so hat man unmittelbar auch cos — = «, 

Dl n 

2n 

sin — = b, also die Kreistheilungsaulgabe gelöst. Für irgend 

einen Bogen a aber ist nach der Moi vre 'sehen Formel 
(cos a + I sin «)" = cos na -\- i sin ncc, 

aus welcher sich für a = — 

n 



I COS h « sin — I = 1 

\ n * n J 



ersieht. Der j^esuchte Ausdruck cos f- i sin '^— ist daher eine 

Wurzel der Gleichung: 

(1) x'^ = 1. 

Auf solche Weise wird die Kreistheilungsaufgabe 
durch die algebraische Aufgabe ersetzet: diese ein- 
fachste Gleichung n^^"^ Grades aufzulösen d. i. ihre 
Wurzeln zu bestimmen. 

Es ist leicht, sämmtliche Wurzeln der Gleichung (1) durch 

trifi[onometrische Functionen der Vielfachen von — auszudrucken. 

Da sie nämlich im Allgemeinen complexe Werthe, also die Form 
r(cos c^ + ^ sin a) haben werden, worin r positiv und a als ein 
Bogen unterhalb 2 7t angenommen werden darf, so muss 

r'*(cos na -\- i sin ncc) = 1 
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sein. Daraus folgt r = 1, cos na = 1, sin na = 0, folglich ist 
na irgend ein Vielfaches von der ganzen Peripherie 27t, etwa 

2x7C, woraus a = — ; alle Wurzeln der Gleichung a;" = 1 wer- 

n 

den also die Form 

(y) cos h- I . sm — 

haben, in welcher x jede der ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, ... w — 1 
sein kann, ohne dass a die Grenze 27t überschreitet. 

Alle diese n Werthe sind aber auch in der That Wurzeln 
jener Gleichung, denn es ist: 

cos 1- t Sin j = cos 2x7c -f- « sin 2 x tc = 1. 

Die Gleichung x^=^l hat hiernach n Wurzeln, w eiche 
durch den Ausdruck (x) gegeben werden. Diese Wur- 
zeln sind sämmtlich von einander verschieden; denn, 
wären zwei von ihnen gleich, etwa 

2xw , . . 2xjr 2x'tc , . . 2%n 

COS h 2 sm — = cos — - + 1 sin , 

.. , , 2 X TT 2 x'« . 2 X TT .2 x'tt « , 

SO wurde daraus cos = cos , sin = sin folgen, 

2 Cx x') « 

und die Differenz — musste ein Vielfaches von 27c, oder 

n 

x — K ein Vielfaches von n sein. Da aber x, x' zwei verschiedene 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... n— 1 bezeichnen, deren grössere 
X sein mag, so kann auch ihre Differenz nur eine dieser Zahlen 
und, da sie von Null verschieden, kein Vielfaches von n sein. 

4. Wollte man statt des Ausdruckes cos [- i sin — eine 

n ' n 

23C 

andere trigonometrische Function z. B. cos — den weiteren Be- 
trachtungen zu Grunde legen, so würde man zu einer ungleich 
complicirteren Gleichung gelangen, als die Gleichung (1) es ist. 
Da wir in der Folge darauf zurückzukommen haben, wollen wir 

diejenige Gleichung, durch welche cos — bestimmt wird, hier 

n 

entwickeln. Dazu bemerken wir, dass eine Wurzel der Gleichung (1) 
der Einheit gleich ist, nämlich derjenige Werth des Ausdruckes (x), 
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welcher x = entspricht. Die übrigen Werthe sind demnach die 
Wurzefn der Gleicliung 



X — 1 



= 



X — 1 

oder 

(2) x^-^ + a;«-2 -f . . . + a: + 1 = 0. 

Die letztere ist eine reciproke Gleichung; setzt man daher w— 1, 

was gerade sein soll, gleich 2m, und x -\ = y, so nimmt sie 



X 



leicht folgende Gestalt an: 



(3) y"* + y"*~^ — (m — l)?/"*-2 — {rn — 2)fj*^-'^ 

(m - 2) (m - 3) ^ , (^ ^ 3 ) (m - 4) , _ _ 

' 1.2 ^ ^ 1.2 ^ ' ' * — 

Ist nun X = cos — ^ + i sin eine Wurzel der Gleichung (2), 

so findet man, da 

(2H7r , . . 2M7r\/ 2H7t . , 2n7t\ 
cos h 2 sm ) ( cos 1 sm | 



ist, 



o M X TT I »nun 7ZL ^ 

= cos^ h sin^ = 1 

« ' n 



1 2 KÄ . . 2 HTT 

— = cos t sm 

X n n 



also ist 



y = 2 cos 



n 



eine Wurzel der Gleichung (3), und man erhält alle Wurzeln der 
letzteren, aber, wie leicht zu sehen ist, jede zweimal, wenn man 
7i alle seine Werthe l,2,3,...w — 1 durchlaufen lässt. Denn 
je zwei Werthen von >c, welche sich zu n ergänzen, entspricht 
derselbe Werth von y, da 



[n — x) ar /c^ 2 X n\ 

' ~- = cos ( 2 7C — ] 

n \ n J 



2(n — x)3r /c^ *2xä\ 2 xtt 

COS -^ ~- = cos ( 2 7c — ] = cos — 

n 



ist. Hieraus folgt, dass die Gleichung (3) die m Werthe des Aus- 
drucks 

2 XÄ 



2 cos 

n 



ZU Wurzeln hat, welche den Werthen x=l,2, 3, ...m ent- 
sprechen. 
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Setzt man endlich -y = 2z in (3) und dividirt durch 2**, so 
entsteht die Gleichung; 

(4) 2»« + ^ z»«-! — ^ (m — 1) 2"-2 _ I (m — 2) z*«-» 
Diese hat die m Werthe des Ausdrucks cos — für x= 1, 2, 3, . . . «w 

n 

ZU Wurzeln, unter welchen sich auch cos — befindet, und träte 

n 

daher an die Stelle der Gleichung (1), wenn wir uns vornähmen, 

cos — und nicht cos [-i sin — zu hestimmen. Wir legen 

jedoch die ungleich einfachere Gleichung (1) unsern weitern Be- 
trachtungen zu Grunde. 



Zweite Vorlesung. 
Ein aritlimetisclier Hilfssatz. 

1. Um nicht den Gang der nächsten Betrachtungen sogleich 
unterbrechen zu müssen, wollen wir hier den Beweis eines aritii- 
metischen Satzes einschalten, den wir dabei werden anzuwenden 
haben. 

Es sei n irgend eine positive ganze Zahl und p, p\ p\ . . . 
die verschiedenen Primfactoren, aus welchen sie zusammengesetzt 
ist. Aus dieser Zahl wollen wir folgende Reihen von Zahlen ab- 
leiten, denen wir successive die Ziffern (0), (I), (II), . . . zur Be- 
zeichnung beilegen wollen: 

(0) 

(«) 
(11) 

(III) 



n 


n 


n 




p' 


J" 


p" 


• 


n 


nl 


n 




PP 


PP 


PP 


i 


n 








PPP 


rff . 


• • 





u. s. w., bis wir in der letzten Reihe nur die eine Zahl erhalten, 
welche aus n durch Division mit allen verschiedenen darin ent- 
haltenen Primfactoren entsteht. Die Divisoren air dieser Zahlen, 
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sie selbst und die Einheit immer mit eingerechnet, sind offenbar 
keine andere Zahlen,* als die in n selbst enthaltenen Divisoren. 
Aus ihnen sollen nun zwei Gruppen A und B gebildet werden, 
indem in die Gruppe A alle Divisoren der Zahlen mit gerader 
Ziffer, in die Gruppe B alle Divisoren der Zahlen mit ungerader 
Ziffer aufgenommen werden sollen. Der besagte Satz sagt dann 
aus: 

Jeder Divisor von n findet sich gleich oft in jeder 
derGruppen^ und ^, mitAusnahme von h selbst, das 
nur einmal in der Gruppe A vorkommt. 

Der letzte Theil des Satzes ist offenbar. Um auch die Rich- 
tigkeit des erstem zu erkennen, bemerke man, dass jeder Divi- 
sor d von n wenigstens einige der Primfactoren von n weniger 
oft enthalten wird als n selbst; es sollen deshalb diejenigen der 
Zahlen p, p\ p\ . . . , welche in d weniger oft enthalten sind 
als in n, und deren Anzahl gleich x sei, durch 

(x) sj, sj', a", . . . 

bezeichnet werden. Dann ist offenbar, dass jede Zahl, welche 
aus n entsteht, wenn man es durch irgend welche Combination 
der Zahlen (x) dividirt, den Divisor d haben v^ird, da eine solche 
alle übrigen Primfactoren von n ebensooft, die Primfactoren der 
Reihe (x) aber mindestens so oft wie d enthält; dagegen kann d 
nicht Divisor einer Zahl sein, welche aus n entsteht, wenn man 
es durch eine, auch andere Primfactoren enthaltende Combina- 
tion dividirt, da eine solche diese letztern weniger oft als d ent- 
halten würde. Hieraus folgt, dass d einmal in der Reihe (0), 
xmal in der Reihe (1), in der Reihe (II) sooft, als die Zahlen (x) 

zu Zweien combinirt werden können, nämlich -^^ — ^mal, in der 

Reihe (III) sooft, als sie sich zu Dreien combiniren lassen, also 

— ^^-— — ^raal als Divisor enthalten sein wird, u. s. w. Dem- 

nach fmdet sich, wenn man 

"^ = ^ + nT2~ H 1.2.3.4 1- • • • 

;. — V J- x(x-l)(x -2) , x(x~l)(x-2)(x-3 )(x-4) , 

^ — "^-^ TTäTs I 1.2.3.4.5 !"••' 

setzt und die Reihen fortsetzt, bis sie abbrechen, d in der Gruppe A 
genau amal, und. 6 mal in der Gruppe B. 
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Nun wird behauptet, dass a == 6 sei. Dies folgt sofort, wenn 
man bemerkt, dass nach dem binomischen* Lehrsatze: 



_ x(h--1)(h^2 ) 3 3 

1.2.3 ^ ^ 



ist, woraus mit Rucksicht auf die Gleichungen (1) für x=y=l sich 

= a — 6 

ergiebt. — Somit ist der Satz vollständig bewiesen. 

2. Bedeutet nun wieder n jede beliebige ganze Zahl und 
t/)(n) eine irgendwie davon abhängige Grösse, sind 

I5 d, a, ef", . . . w 

alle Theiler von n, die Einheit und diese Zahl mit eingeschlossen, 
und ist endlich f(n) irgend eine andere von n abhängige Grosse, 
welche für jedes ganzzahlige n die Gleichung: 

(2) ^{1) + ^(d) + ^(d') + . , . + t/,(;0 = f{n) 

erfüllt, so lässt sich mitHilfedes vorigen Satzes sehr 
leicht auch umgekehrt die Function tf;(n) durch /"-Func- 
tionen ausdrücken. Es ist nämlich 

(3) .M-A«)-^/(-;) +^<A) -^f{^y)+- 

Die Entwicklung ist soweit fortzusetzen, bis n durch alle in ihm 
enthaltenen verschiedenen Primfactoren dividirt wird, und den 
successiven Summenzeichen sind die Indices (i), (li), . . . hinzu- 
gefügt, um anzudeuten, dass das Argument der Function f in 
ihnen resp. alle Werthe der obigen Reihen (I), (II), ... zu durch- 
laufen habe. 

Dass diese Gleichung richtig ist, erkennt man sofort mit Hilfe 
des vorigen Satzes, wenn man überall die Functionen /*, ihrer 
Definitionsgleichung (2) gemäss, durch eine Summe von i/;-Func- 
tionen ersetzt. Denn dadurch nimmt die Gleichung (3) folgende 
Gestalt an: 

"Tw d:(I) d^) 

in welcher die Summenzeichen der Reihe nach die Bedeutung 
haben, dass d alle Divisoren von n, alle Divisoren der Zahlen (I), 
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alle Divisoren der Zahlen (II) u. s. w. durchlaufen soll; man kann 
also einfacher schreiben: 



^{») = 2^(d)—y!^ 



(d). 



wenn in der ersten Summe d alle Zahlen aus der Gruppe A, in 
der z^^eiten alle Zahlen aus der Gruppe B durchläuft. Da aber 
jede von n verschiedene Zahl ebensooft in der ersten, wie4n der 
zweiten Gruppe vorkommt, heben sich die entsprechenden if;-Func- 
tionen in der Differenz beider Summen auf, und es bleibt von der 
ganzen rechten Seite der Gleichung nur das d = n entsprechende 
Glied i/;(n) der ersten Summe stehen, womit der Beweis der For- 
mel (3) geliefert ist. 

Wenn wir, um ein Beispiel zu gebrauchen, das uns bald 
wieder begegnen wird, statt der Gleichung (2) folgende specielle 
Gleichung nehmen: 

(4) ip(l).+ 'tl^id) + ip(dr) H 1- ip{n) = w, 

so findet man nach Formel (3) fiir i]j{n) folgenden Werth: 

(I) ^ m iXll) 

was einfacher offenbar auch so geschrieben wei'den kann: 

(5) ^(„) = „(i_l)(i_l.)(i-4.)...' 

Aus den Elementen der Zahlenlheorie*) wird hier als bekannt 
vorausgesetzt, dass der die rechte Seite der Gleichung (5) bil- 
dende Werth die Function q)[n) ausdruckt, welche die Menge der 
Zahlen, die kleiner als n und ohne gemeinschaftlichen Theiler mit 
n sind, bestimmt. 

Die, durch die Gleichung (4) definirte, zahlen- 
theoretische Function ip ist also mit der eben bezeich- 
neten Function q) identisch. 



♦) S. z. B. D i r i c h 1 e t 's Vorlesungen über Zahlcntheorie , herausg. 
v. Dedekind. Vgl. zu dieser Vorlesung den §. 138 das. 
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Dritte Vorlesung. 
Von den EinMtswurzeln und ibren einfachsten Eigenschaften. 

1. Wir fanden in der ersten Vorlesung, dass alle Wurzeln 
der Gleichung: 

(1) x^ = 1 

durch die Formel cos- 1- « sin gegehen werden, wenn 

man x die Werthe 0, 1, 2, 3, ... n — 1 durchlaufen lasst. Man 
bezeichnet diese Wurzeln als Einheits würz ein oder, wo es 
darauf ankommt, den Grad der Gleichung (1) zu berücksichtigen, 
als n^^ Wurzeln der Einheit. 

Bezeichnen wir irgend eine derselben mit r, sodass r« = 1 
ist, so wird jede beliebige ganze Potenz von r auch eine Wurzel 
der Gleichung (1) sein, denn es ist: 

Die unendliche Potenzenreihe r, r^, r^, ... enthält demnach 
lauter Wurzeln der Gleichung (1) und unter ibnen mindestens eine, 
welche gleich Eins ist; denn, wenn keine kleinere Potenz von r 
der Einheit gleich wäre, »so wäre es docb jedenfalls die Potenz r". 
Giebt es aber eine kleinere Potenz dieser Art, und ist r"* die 
kleinste unter allen , so lässt sich leicht zeigen , dass ihr Exponent 
m ein Theiler von n sein muss. Gesetzt nämlich, es wäre nicht 
der Fall, so wurden m und n einen gewissen grössten gemein- 
schaftlichen Theiler ö haben, welcher jedenfalls < m wäre. Dann 
kann man aber bekanntlich zwei positive oder negative ganze 
Zahlen p, q Gnden so beschaffen, dass pm -\' qn = d wird. Da 
nun gleichzeitig r"* = 1 und r^ = 1 ist, so ergeben sich auch, 
mögen p und q positiv oder negativ sein, die Gleichungen 

rP'« = 1, r!?« = 1 und folglich r''"*+!?'* = r^ = \, 

d. h. m wäre nicht der niedrigste Exponent, für welchen r"' gleich 
Eins wird, wie doch vorausgesetzt worden ist. 

Man nennt diesen kleinsten Exponenten m den Ex- 
ponenten, zu welchem die-Wurzel r gehört. So ergiebt 
sich folgender Satz: 

Jede n^^ Einheitswurzel gehört zu einem Exponen«^ 
ten, welcher ein Theiler von n ist. 
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2. Sei jetzt d ein bestimmter Divisor von «und '^[d) die 
Anzahl der n^^'' Einheitswurzeln, welche zum Theiler d als Expo- 
nent gehören, sodass '\\)[d) gleich Null zu setzen wäre, wenn etwa 
keine Wurzel zu diesem Exponenten gehörte. Bemerkt man, dass 
nach dem eben Bewiesenen jede Wurzel der Gleichung (1) noth- 
wendig zu einem bestimmten Divisor von n gehört, dass also die 
Suoame aller Zahlen '^[d), wenn man diese Summe auf alle Divi- 
soren von n bezieht, gleich der Anzahl aller n Wurzeln sein muss, 
so ergiebt sich, wenn 1, d, d! , . , . n alle Divisoren von n be- 
deuten, die Gleichung: 

^(1) + ^{d) + i/;(d') + . . . + ^[n) = n. 

Dies ist dieselbe Gleichung, welche in der vorigen Vorlesung mit 
(4) bezeichnet wurde, und folglich muss if'(w) = g>(n) sein, wenn, 
wie ebendaselbst definirt worden, q)[n) die Anzahl der Zahlen be- 
zeichnet, welche kleiner a's n und relative Primzahlen zu n sind. 

Es giebt also soviel zum Exponenten n gehörige 
n^^ Einheitswurzeln, als unter den Zahlen < n relative 
Primzahlen zu n. 

Da eine zum Exponenten n gehörige Wurzel der Gleichung 
x^ = 1 keiner ähnlichen Gleichung a^ = \, wenn k <C n ist, 
genügen kann, so nennt man sie eine primitive Wurzel jener 
Gleichung und hat also folgenden Satz: 

Die Gleichung a:" = 1 hat g)(w) primitive Wurzeln. 

3. Da dies Resultat gilt, welches auch der Grad n sei, so 
hat z. B. die Gleichung x^ = 1 g)(d) primitive Wurzeln. Ist nun 
d ein Divisor von n, so ist jede primitive Wurzel q dieser Glei- 
chung eine solche n'^ Einheitswurzel, welche zum Exponenten d 

n 

gehört. Denn da q"^ = 1 ist, so ist auch (q^)"^ = q» = i, also 
Q eine n^^ Einheitswurzel; da aber schon q^, jedoch, weil q eine 
primitive Wurzel ist, keine kleinere Potenz der Einheit gleich wird, 
gehört Q zum Exponenten d, — Da auch umgekehrt jede zum 
Exponenten d gehörige Wurzel der Gleichung a:** = 1 oflenbar 
eine primitive Wurzel von x^=l ist, da sie zwar dieser Gleichung, 
aber keiner ähnlichen von kleinerem Grade genügt, so stimmen 
die n^^^ Einheitswurzeln , welche zum Exponenten d gehören, mit 
den primitiven Wurzeln der Gleichung x"^ = 1 uberein, und es 
gilt der Satz: 



* 



— 14 — 

Es giebl q>{d) vf'' Einheitswurzeln, welche zum Divi- 
sor d von n als Exponent gehören. Dieselben sind die 
primitiven Wurzeln der Gleichung x'^=\, 

4. Bezeichnet r irgend eine primitive Wurzel der 
Gleichung (1), so können alle ihre Wurzeln durch die 
folgende Reihe von Potenzen dargestellt werden: 

(2) r,r^,r^^,.,r^. 

In der That: erstens sind diese sämmllich Wurzeln der 
Gleichung (1). Aber sie sind auch alle unter einander verschieden ; 
wären nämlich r* und r* einander gleich, unter h und k zwei 
verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ... n verstanden, von 
welchen h die grössere sei , so ergäbe sich r^~^ = 1 , während 
h — k <C n ist, gegen die Voraussetzung, nach welcher r eine 
primitive Wurzel der Gleichung (1) ist. 

Unter den Wurzeln (2) gehören diejenigen zum 
Exponenten d^ deren Exponenten mit n den grössten 

gemeinschaftlichen Divisor ^ = ^ haben. Denn es sei r'* 

eine solche Potenz, der Art dass man h = h'd, n = dd setzen 
und dabei unter U und d zwei relative Primzahlen verstehen kann. 
Ist fi der Exponent^ zu welchem r^ gehört, so ist r^^ = 1. Da 
aber r selber zum Exponenten n gehört und der Gleichung xf^^= 1 
genügen soll, muss A/x nach dem Satze in Nr. 1 ein Vielfaches 
von n oder Ä'fi ein Vielfaches von d sein, und weil Ji zu d prim 
ist, muss /X'Cin Vielfaches von d sein. Nun ist aber schon 

[rJ^Y = [r'^Y = 1, 

also ist der kleinste Werth von ft, für welchen r^^" gleich Eins 
werden kann, der Werlh (i = d. 

Zusatz: Unter den Wurzeln (2) sind diejenigen 
primitive Wurzeln, deren Exponenten relative Prim- 

zahlen, zu n sind. Denn für diese ist d = — =1, also(f=w. 

a 

5. Da nach der vorigen Nummer die Wurzeln der Gleichung 
(1) durch die Reihe (2) dargestellt werden können, so kann man 
mittels eines bekannten algebraischen Satzes den Ausdruck x** — 1 
nach folgender Gleichung in lineare Factoren zerlegen: 

x"" — 1 = (x — r) {x — r^) ... (x — r«). 
Denken wir uns auf der rechten Seile dieser Gleichung immer 
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• 

diejenigen Factoren zu einem besonderen Producte zusammen- 
gefasst, in welchen die Wurzeln zu demselben Divisor d von n 
als Exponent gehören, und bezeichnen das dem Divisor d ent- 
sprechende Product mit Fd[x), so ist nach dem Salze in Nr. 3 
klar, dass die Gleichung Fd{x) =0 die primitiven Wurzeln der 
Gleichung x^ = 1- zu Wurzeln hat. Andererseits kann rc" — 1, 
was wir kurz mit fn(x) oder, wo es auf den Werth von x nicht 
ankommt, noch einfacher durch /*(n) bezeichnen wollen , unter der 
Form des Products UF^ix) dargeslellt werden, welches sich auf 
alle Divisoren d von n bezieht, was wir ausdrücken wollen, indem 
wir schreiben: 



fn(x) = YJ F,{X). 



Da nun die Wurzeln der Gleichung (1) oder der Gleichung /'„(a:)=0 
mit den Wurzeln aller Gleichungen Fd[x) = zusammenfallen 
müssen, liefert diese Gleichung zunächst den Satz: 

Die Wurzeln der Gleichung (1) stimmen mit den 
primitiven Wurzeln aller Gleichungen x^=l überein, 
welche man erhält, wenn für d successive alle Theiler 
von n gesetzt werden, diese Zahl und die Einheit mit 
ei ngeschlossen. 

Aus derselben Gleichung kann man aber auch den Ausdruck 
^m Fn[x) bestimmen. Nimmt man nämlich von beiden Seiten die 
Logarithmen, so erhält man: 

\oo,f[n) = ^\i^o,F4x), 

eine Gleichung genau von der Art wie die Gleichung (2) der 
vorigen Vorlesung, denn die Summation erstreckt sich über alle 
Theiler d von n. Bezeichnen daher ^, p , p\ ... die verschie- 
denen in n enthaltenen Primfactoren, so erhält man sofort für 
log . Fn [x] folgenden Ausdruck : 

log.F„(a;) = log./-(«)-^ log . f(^-^ + ^ log./-(A) 

oder; indem man von den Logarithmen zu den Grössen selbst 
zurückkehrt; 



— le- 
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Die Ausdehnung der einzelnen Summen resp. Producte ist durch 
die Bestimmungen in Nr. 2 der vorigen Vorlesung gegeben. 

Nun ist F„{x) eine ganze Function von x vom Grade ^(/i), 
denn die Gleichung 

(4) Fn{x) = 

enthält als Wurzeln alle primitive n^^ Einheitswurzeln. Es beben 
sich also die Nenner in dem Ausdrucke (3) durch Division heraus; 
hei der Division können jedoch keine Brüche eingeführt werden, 
da die Coefficienten der höchsten Potenzen von x in den einzelnen 
Factoren, der Bedeutung des Zeichens f gemäss, summtlich der 
Einheit gleich sind. 

Demifach ist Fn(oc) eine ganze Function von x vom 
Grade (p(n) mit ganzzahligen Coefficienten, deren höch- 
ster gleich Eins ist. 

Nehmen wir speciell n als Primzahlpotenz an, n = p" , so 
wird die Gleichung für die primitiven Wurzeln: 

oder 

(5) xP"-^(P-^) + xP''-^(P-^) + . . . + xP"-^ + 1=0. 

Wenn endh'ch n = p also a = l ist, erhält man für die 
Gleichung, welcher die primitiven y" Wurzeln angehören, die 
folgende: 

(6) "^ Z i = ^'^^ + ^^^ + . . . + a: + 1 = 0. 

Es sind demnach, wenn p eine Primzahl ist, alle Wurzeln der 
Gleichung xp = 1 mit Ausnahme der einzigen, welche der Ein- 
heit gleich ist, primitive Wurzeln derselben. Die Verhindupg 
dieses Resultates mit dem ersten Satze in Nr. 4 ergiebt den fol- 
genden Satz: 

Bezeichnet r irgend eine Wurzel der Gleichung 
(6), so können alle ihre Wurzeln durch die Reihe von 
Potenzen: 
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(7) r, r^, r^y ... rP~^ 

dargestellt werden. 

6. Da man nach Nr. 4 sanimlliche Wurzeln der Gleichung 
(1), welches auch w st'in mag, erhallen kann, wenn man eine 
primitive Wurzel derselhcn kennt, so kommt die Aufgabe der 
Kreistheilung auf die Auffindung einer primitiven 
w^^" E i n h e i t s w u r z e 1 zurück. Wenn n eine zusammengesetzte 
Zahl, etwa 

n 'n' "n" 

n = p" , p" . p ** ... 

ist, worin p, p , p\ . . . verschiedene ungerade Primzahlen be- 
deuten, so lasst sich die neue Aufgabe noch weiter vereinfachen, 
denn es besteht der Satz: Sind m, v, w, . . . primitive Wur- 
zeln der Gleichungen: 

a:P« = 1, arP'«' = 1 , a:^""" =1, ... 

resp., so ist r =^ u . v , w ... eine primitiveWurzelder 
Gleichung a:'* = 1. 

In der Thal, weil w durch jede der Zahlen p«, p'"', p^'\ ... 
theilbar ist, so ist jede der Potenzen m", t?"*, w^^ . . . folglich auch 
r^ gleich Eins, jedenfalls also r eine Wurzel der Gleichung x'^=\. 
Gehörte diese Wurzel nun nicht zum Exponenten n, sondern zu 
einem Divisor d von w, so würde tn diesem wenigstens eine der 
Primzahlen p, p\ p\ . . . weniger oft als in n enthalten sein, 
z. B. die Primzahl p nur ß mal , während jS < a. Da alsdann 
pP . p'"'^'p""" . . . jedenfalls durch d theilbar ist, so ergiebt sich 
aus der vorausgesetzten Gleichung H = 1 die andere : 

rpß.p'^'.p"^" ...=_. 1^ 

welche sich zunächst auf die folgende: 

uP^ • P'"' • P""" . . . = 1 

reducirt; daraus und in Verbindung mit der Gleichung uf"^ = 1 
folgt aber, wenn man, was möglich ist*), zwei ganze Zahlen o:, y 
der Gleichung 

a: . p" + y . jpPp'^'p'^' . . . = p/* 

gemäss bestimmt, die nachstehende Gleichung: 



*) Denn die Zahlen p" und p^ . p^ p'^ . . . haben den grössten ge- 
meinsamen Theiler p^. 

Bachmanüt, Lehre d. Kreisth. 2 
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uP^ = 1, 

welche unmögUcli ist, da u zum Exponenten p" gehören sollte. 

Nach diesem Satze kommt die Theilung derKrels- 
peripheric in eine Anzahl n gleicher Theile in dem 
Falle, wo n eine heliebig zusammengesetzte Zahl ist, 
offenbar auf den Fall zurück, wo die Zahl n eine Po- 
tenz einer ungeraden Primzahl, n^p"*, ist. 

In dem einfachsten Falle, in welchem der Kreis in /> gleiche 
Theile gelheilt werden soll, wird die Aufgabe als gelöst anzusehen 
sein, wenii man eine primitive Wurzel der Gleichung o:? = 1 
d. i. irgend eine Wurzel r der Gleichung (6) gefunden hat. Im 
Folgenden soll dieser Fall fast ausschliesslich behandelt werden, 
hauptsächlich der Einfachheit wegen, zudem aber auch, weil der 
allgemeinere, wo n = p« ist, zu keinen wesentlich neuen Be- 
trachtungen Anlass giebt*). Nur ausnahmsweise werden wir auf 
den allgemeinen Fall wieder zurückkommen. Die Gleichung (6) 
soll hinfort als Kreistheilungsgleichung bezeichnet werden. 

7. Zum Schluss dieser Vorlesung mögen einige einfache Be- 
merkungen Platz finden, welche sich noch auf den Fall einer be- 
liebigen ganzen Zahl n beziehen. 

1) Da jede positive ganze Zahl m gleich an -\- b gesetzt 
werden kann, wo b positiv und kleiner als n ist, so ergiebt sich 

d.h. der Exponent einer Potenz von r kann stets durch 
seinen kleinsten positiven Rest (mod. n) ersetzt wer- 
den. Hieraus folgt unmittelbar 

*«m __. «jn 

wenn 

m ^ m (mod. w) 

ist, und umgekelirt. Man kann r auch mit negativem Exponenten, 
r-*", nehmen, wenn man darunter die Potenz r* versteht, deren 
Exponent b der kleinste positive Rest von — m (mod. n) ist. Dies 
wird in der Folge vielfach benutzt w^erden. 

2) Nach Nr. 4 giebt jede primitive n"" Einheitswurzel r durch 
ihre n ersten Potenzen alle übrigen Einheitswurzeln desselben 
Grades. Bezeichnet ferner % irgend eine zu n relativ prime Zahl, 



*) Vgl. Gauss disqu. arithm. art. 336. 
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so ist (nach dem Zusätze ebendas.) r* ebenfalls eine primitive 
Wurzel. Daher ergiebt die Reihe von Potenzen: 

r*, r2^, r^^, . . . r^"-^)*, r""" 

wieder alle n'^ Einheitswurzeln, stimmt also, von der Reihenfolge 
abgesehen, mit der an<iern Reihe: 

«• «»2 *,3 .*,w — 1 ^u 

')'»'?•••' >' 

völlig Überein. Hierbei sind die letzten Glieder beider Reihen 
einander gleich, da sie den Werth Eins haben. Dies Resultat 
lässt sich demnach folgendermasscn aussprechen: 

Wenn k eine zu n relativ prime Zahl bedeutet, so 
ist die Substitution von r* statt r in der Reihe 

r, r^, r^, . . . r*»"^ 

mit einer gewissen Permutation dieser Grössen gleich- 
bedeutend. 

3) Da hiernach die Summen: 

f,X ^ j,2x ^ jäX _|_ . _ _|_ j.r,X 

r -\- r^ -^ r^ '■\- . . . -^ r^ 

einander gleich, nämlich gleich der Summe aller Wurzeln der 
Gleichung (1) sind, sobald k eine zu n relativ prime Zahl be- 
deutet, so ergeben sie sich nach bekanntem Satze der Algebra 
gleich dem negativen Coefficienten der Potenz a;""^ in der Glei- 
chung (1) d. h. gleich Null, und man findet, mit Rucksicht darauf, 
dass r" = r'^n __, j jgj^ folgende Beziehung: 

(8) 1 -f r* + ^2*'. . . -f r<«-i)* = 0. 

Diese Gleichung folgt auch, sogar in noch grösserer Allgemeinheit 
aus der folgenden: 

1 -f r'^ + r2* + . . . -f r(«-i)'^ = "^^r—^' 

r — 1 

welche lehrt, dass die Gleichung (8) allgemeiner für 
jeden Werth von k erfüllt ist, welcher durch n nicht 
th eilbar ist, denn für jeden solchen Werth von x wird der 
Zähler des Bruches gleich Null, während der Nenner von Null 
verschieden ist, sobald r als primitive n^^ Einheitswurzel voraus- 
gesetzt wird. 



— 20 - 

Vierte Vorlesung. 

Hilfssätze über Congmenzen. — Die primitiven Wurzeln 

(mod. p). 

1. Die Methode, welche wir im Folgenden zur Auflösuiig 

der Kreistheilungsgleichung d. i. der Gleichung = aus- 

einanderzuselzcn haben, ruht wescnllich auf zwei verschiedenen 
Grundlagen, die jedoch Beide ein- und demselben weiteren Ge- 
biete der Arithmetik, der Lehre von den höheren Gongruenzen, 
angehören. Dies sind einerseits die Eigenschaften der sogenannten 
primitiven Wurzeln vom Modulus p, andererseits die Irreductibi- 
lilät der Kreistheilungsgleichung. £he wir zu ihrer speciellen 
Betrachtung übergehen können, müssen hier einige einfache Fun- 
damentalsätze jener Theorie, deren wir bedürfen werden, be- 
wiesen werden. 

Wir beginnen mit einer DeGnition, welche den elementaren 
Begriff der Gongruenzen erweitert: 

Zwei ganze Functionen von x\ 

f[x) = üqX^ + öja:«-^ + . . . + an-ix + a„ 

(p[x) = b^af" + ftj o:"-^ + . . . + hn-.\X + h„ 

mit ganzzahligen Goefficienten sollen (mod. />) con- 
gruent heissen, in Zeichen:. 

f[x) IE (p[x) (mod. p)\ 

wenn die Goefficienten gleich hoher Potenzen (mod. />) 
einander congruent sind, wenn also für jeden Index i 
die Gongruenz ai = bi (mod. p) besteht. 

Man kann die Functionen von demselben Grade annehmen, 
indem man im entgegengesetzten Falle die fehlenden Potenzen 
mit dem Goefßcienten Null hinzufügt. 

Hiernach wird eine Function f{x) congruent Null heissen 
(mod. p), wenn jeder ihrer Goefficienten durch p Iheilbar ist. 

Ist p eine Primzahl, so besteht folgender Satz*): Das Pro- 
duct zweier ganzer und ganzzahliger Functionen f(x) 



*) Vgl. hierzu Eisensteines Abhandlung in Grelle 's Journal 
Bd. 39, pag. 167 und 168. 
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und q){x) kann nur dann congruenl Null sein (mod. p), 
wenn es einer der Factoren ist. 

Denn, nehmen wir das Gegenthell an, so muss in jeder der 
Functionen f{x) und q> [x) mindestens ein Coefficient durch p nicht 
theilbar sein. Sei, vom letzten an gerechnet, a„_, der erste nicht 
durch p theilbare Coefficient in f[x)^ bn-k der erste in q>[x\ 
sodass alle Coefficienten mit grösserem Index durch p theilbar 
sind. Dann ist leicht zu sehen, dass der Coefficient von a;*+* im 
entwickelten Producte f[x) . q){x) gleich 

«»-I • hn—k + ««—1+1 . K-k~l + . . . + bn-k+1 • «Ä— t— 1 + • • • 

d. h. gleich ««_,- . bn-k plus einer Reihe von Gliedern ist, welche 
nach dei> Voraussetzung durch p theilbar sind, er ist also con- 
gruent a„_, . ft«-^ (mod. p). Dieses Product kann aber, wenn p 
eine Primzahl ist, nicht durch p theilbar sein, da es keiner der 
Factoren ist, und folglich können auch in dem Producte f{x) . (p{x) 
nicht alle Coefficienten durch p theilbar sein, wie es doch sein 
soll; also ist unsere Annahme unzulässig. 

2. Auf diesem Satze beruht ein anderer sehr wichtiger Satz, 
welchen zuerst Gauss in den Disquis. arithm. Nr. 42 bewiesen 
hat. Denselben sprechen wir folgendermassen aus: 

Wenn eine ganze Function 

mit ganzzahligen Coefficienten, deren höchster gleich 
Eins ist, nicht in das Product zweier ganzer Func- 
tionen: 

q,(x) = af" -\- a^x***-^ + • • • + ««-i^ + «»» 
'il)(x) = a:" + bix''-'^ + • • • + ^n—ioc + b„ 
mit ganzzahUgen Coefficienten zerlegbar ist, so ist 
sie es auch nicht in das Product von zwei solchen 
ganzen Functionen mit rationalen Coefficienten.' — 
In der That, wäre solche Zerlegung möglich, also 

fix) = g>{x) . tlj{x), 

so bringe man die Coefficienten in q){x) auf ihren Generalnenner 
cc, diejenigen von ip(a:) auf ihren Generalnenner ß und multipli- 

cire mit denselben die Gleichung; setzt man allgemein a,==-*, 

ß. 
bi= ^ und aß «= C, so entsteht die Gleichung: 
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C . f(x) = q> [x) . if;' [x) 
viHTin die Functionen: 

(p'(x) = ax"*" + a,a:"*-^ + . . . + «m-ia: + a^ 
^'(a:) = jSa;« + jSja--i + • . . + ßn-ix + jS, 

ganzzahlige Coefßcienten haben. Nach dem vorigen Satze muss 
nun jede in C aufgehende Primzahl p alle Coefficienlen entweder 
von q>'{x) oder von '^'[x) theilen, kann also fortgehoben werden, 
und darauf entsteht eine neue Gleichung von der Form: 

fix) = y"(a:) . ^"{x). 

w'orin g>"(.r), '^" [x) ganze Functionen mit ganzzahligen (^oefOcien- 
ten sind, deren höchste gleich Eins sein müssen, da ihr Prodiict 
dem höchsten Coefficienten von f{x)y also der Einheit gleich ist. 
Eine solche Zerlegung von f[x) widerstreitet aber der Voraus- 
setzung. 

3. Sei ferner 

f[x) ^.xr" + a^x^-^ + . . . + a„^^ix + a,,, = 

eine Gleichung mit ganzzahligen CoefGcienten und den Wurzeln 
a^ , «2 > • • • *^»« » ""^ P ®^"® ungerade Primzahl , wie fortan über- 
haupt angenommen werden soll. Für spätere Untersuchungen ist 
es wichtig, diejenige Gleichung zu betrachten, deren Wurzeln die 
p^^'^ Potenzen von den Wurzeln der gegebenen sind. Um zunächst 
diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass, wenn z einen 
beliebigen Werth bedeutet, die Gleichung 

af" + «i«^"*"^ + a^z^af^^ + • • • + a,n^iz*^-^x -f a,nZ*^ = 
nach einem bekannten Satze der Algebra die Wurzeln 

zct^, za^y . .-. zccm ^ 
besitzt. Setzt man demnach successlve z den Potenzen r,r'^,:.,rP~^ 
gleich, während r eine primitive //^ Einheitswurzel bedeutet, so 
werden die folgenden Gleichungen: 

xT" + «i^J?'""^ + • • • + «/«-l^ + öm = 
af^ + c^irx^"^ + . . . + am-ir*«-^a; -j" «m''"* = 
X"* + ayr^^"^ + ••• + öm-ir^^"*"^^a; + a^r^** = K(R) 

• •• ••••••••..•, 

x'^ + a^rP-^x'^-^ + ••. + «m-irCP-i)(«^i).a;-fa,;./P-i)«'=0 

resp. die Wurzeln haben: 
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rofj, rof2, rcfg, ... rof;^ 

r^ofj, r^of^, r^ofg, . . . r'^cc„, 



rP-^a^y rP-^a^, rP-^cc^, . . . i^P-^a,„. 



(r) 



Das Product g){x) = dieser Gleichungen enlliäll demnach das 
ganze System (r) von Wurzeln. Aus der Gleichung: 

[x — l){x — r) {x — r'^) ... {x — rP'^) = xP — 1, 

welche aus der ersten Gleichung in Nr. 5 der vorigen Vorlesung 
hervorgeht, wenn p fär n und für rP sein Werth 1 gesetzt wird, 

folgt aber, indem x durch — ersetzt und mit aP multiplicirt wird, 

(x — cc) (x — rcc) (x — r'^a) ... (x — rP-^cc) = xP ^ ccP. 
Daher ist offenbar q>{x) nichts Anderes als das Product: 

{xP — a^P) {xP — a/) •. . . {xP — a^P) , 

und folglich erhält man aus der Gleichung (p{x) = die gesuchte, 
indem man einfach xp durch x ersetzt, denn so geht dieselbe in 
die folgende über: 

{x — a^P) {x — a/) ... {x — cc,nP) = 0, * 

welche die p^^ Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
zu Wurzeln hat. Wir bezeichnen diese Gleichung in entwickelter 
Gestalt durch: 

F(x) = x-^ + b^x'^'^ + . . . + b„,-ix + b'„,=^0. 

4. Diese Gleichung steht nun mit der gegebenen in einer 
merkwürdigen Congruenzbeziehung (mod. p), welche wir ableiten 
müssen. — Nach der zweiten Bemerkung in Nr. 7 der vorigen 
Vorlesung ist die Substitution von r* an Stelle von r in der Reihe 
r, r^, r^, ... r^-^, wenn x nicht durch p theilbar ist, gleich- 
bedeutend mit einer gewissen Permutation dieser Grössen. Dies 
vorausgeschickt^ bemerken wir, dass das Product fp[x) offenbar 
symmetrisch ist in Beziehung auf die letzteren, also ungeändert 
bleibt, wie man dieselben auch unter einander permutirt z. B. bei 
jeder Substitution einer Potenz r^ an Stelle von r. Denkt man 
sich andererseits das Product q)[x) entwickelt und nach Potenzen 
von r geordnet und beachtet, dass jede Potenz r~, bei welcher 
m '^ p ist, nach der ersten Bemerkung a. a. 0. durch eine an- 



— 24 - 

dere ersetzt werden kann, bei welcher der Exponent kleiner als 
p ist, so nimmt das entwickelte Product (p{x) die Gestalt an: 

in welcher die Coefficienten ^ ganze und ganzzahlige Functionen 
von X sein müssen. Da, wie bemerkt, dieses Product bei Jeder 
Substitution von r^ anstatt r, bei welcher x durch p nicht 
theilbar ist, unverändert bleibt, ergeben sich, wenn successive 
x = 2, 3, ... p — 1 gesetzt wird, für (p(x) noch folgende Aus= 
drücke : 

welclie^ zu jenem ersten addirt, die Gleichung liefern: 

(P - 1) 9W = (i> - 1) So + Si(^ + '•^ + ... . + ^''-') 
+^2(r2+r4+...+r2(/>-i))4-...-j-J^_i(rP-i+r20'-i)+...+r(^i)(f'--i)), 

oder, da die Factoren von §,, §2» • • • Sp-i nach der Gleichung (8) 
der vorigen Vorlesung den gemeinsamen Werth — 1 haben, 

(p — 1) 9?(a;) = pSo — (So + Si + §2 + . . • + Sp-i). 

Die in Klammern stehende Grösse ergiebt sich aber aus g)(x), 
indem man r gleich Eins setzt, wodurch alle Factoren von g)(x) 
gleich f(x) werden, sie ist also gleich f(x)P. Fassl man ausser- 
dem die vorstehende Gleichung als eine Gongruenz (mod. p) auf, 
so zeigt sich, dass 

(1) (p(x) lEE f(x)P (mod. p) 

ist. 

5. Hier mag eine Bemerkung eingeschaltet werden, von 
welcher im Folgenden ein ausgedehnter Gebrauch gemacht werden 
wird. Ist 

F(x) = JqX"* + A^af''-^ + . . . + ^m-ix + A„, 

eine ganze Function von x mit ganzzahligen Goeffi- 
cienten, und p eine (ungerade) Primzahl, so lehrt der 
polynomische Satz, dass die Entwicklung der p^^'' Potenz 
von F{x) ausser den p^^" Potenzen der einzelnen Glieder 
nur solche Glieder enthält, deren Coefficienten durch 
p theilbar sind. In derTliat, alle, von den p'^^'' Potenzen der 
einzelnen Glieder verschiedenen Glieder der Entwicklung haben 



\ 
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die sogenannten Polynoniialcoefficienten zu Facloren; diese sind 
natürlich ganze Zahlen und haben die allgemeine Form: 

1 . 2 . 3 . . . p 



worin x, x', ... x^*") m + 1 positive ganze Zahlen sind, deren 
Summe gleich p. Jeder Ausdruck dieser Art aber ist durch p 
theilbar, da alle im Nenner enthaltenen Zahlen kleiner als die 
Primzahl p sind, diese also bei der Division als Factor bestehen 
bleibt. Man darf daher setzen: 

(2) F[x)P=A^Px^P + AyPx^^''-')iP+,.. + A^^J>xP+AJ'+p.F^[x\ 

wo F^ [x) eine gewisse ganze Function von x mit ganzzahligen 
CoefGcienten bezeichnet, oder, wenn wir die Definition einander 
(mod. /?) congruenter Functionen benutzen, 

(3) F[x)P^Aj^x'''P+AyVx^'^-'^^P-{-...+A^_^PxP + Aj^ (mod.p). 

Kehren wir jetzt zur Congruenz (1) wieder zurück , so können 
wir ihr folgende Gestalt geben: 

(p[x) = x*^P + a^P . a;('«~i)/' + . . . + a„,^iPxP + a^P (mod. p) 

oder endlich, indem man in dieser, für jedes x bestehenden 
Congruenz xP durch a; ersetzen darf, wodurch dann (p(x) in 
F{x) übergeht: 

(4) a:"* + 6ia;«-i + . . . + b^^ix + ft^ = a:"* + a^P x"^-^ 

+ . . . + «m-i'^a: + a^P. 

6. Ehe wir dieses Resultat in seiner wahren Bedeutung er- 
kennen können, müssen wir einen wichtigen specicllen Fall des- 
selben vorausschicken. Reducirt sich nämlich die Gleichung f(x)=0 
auf die folgende: 

{x—l)^=af^ — mx^^ + !^-zi} a;i«-2 + . . . = o, 

si wird F{x) von f{x) nicht verschieden sein, da jede Wurzel 
de.r vorigen Gleichung ebenso wie 'ihre p*^ Potenz der Einheit 
gleich ist. In diesem Falle nimmt also die allgemeine Congruenz 

(4) die besondere Form an: 

x"" — mar"^^ -{-.., ^ x"* — mP , x^"^ + • • • (mod. p), 

woraus sich durch Vergleichung der Coefficienten von af^—^ die 
wichtige Congruenz ergiebt: 

(5) mP = m (mod. p). 
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Jede Zahl ist also ihrer p^^'* Potenz (mod. p) congruent, 
wenn p eine (ungerade) Primzahl ist. 

Wenn m nicht durch p theilbar ist, kann man die vorige 
Cöngruenz bekanntlich durch den gemeinsamen Factor m beider 
Seiten theilen und erhält dann: 

jfiP-i = \ (mod. p) 

d. h. den berühmten Fermat'schen Satz: die (p — 1)'* Po- 
tenz jeder durch p nicht theilbaren Zahl giebt, durch 
p getheilt, den Rest Eins, wenn p eine (ungerade) 
Primzahl*) ist. 

Mit Rucksicht auf die Cöngruenz (5) können wir die Rela- 
tionen (2) und (3) auch folgendermassen schreiben: 

F{xY = A^af-P + A^x^^-^'^P + ... + A„,_txP -{-A^ + p.fi^) 
wenn f [x) eine gewisse ganze Function von x mit ganzzahligen 
Coefficienten bedeutet, oder kurzer: 

(6) . F[x)P = F(xP)+p.r{x) 

oder als Cöngruenz: x 

(7) F[x)P = F{xP) (mod. p). 

Wendet man endlich das in (5) erhaltene Resultat auf die 
Cöngruenz (4) am Schlüsse der vorigen Nr. an , so ergiebt sich 
der interessante Satz: Die ganze Function, welche die p'^'* 
Potenzen von den Wurzeln einer andern ganzen Func- 
tion zu Wurzeln hat, ist, wenn p eine ungerade Prim- 
zahl bedeutet, dieser ganzen Function (mod. p) con- 
gruent**). 

7. Wenn in einer Function f[x) die ganzzahligen Coefficien- 
ten nicht sämmtlich durch p theilbar sind, so besteht die Cön- 
gruenz f[x) = (mod. p) nicht tiichr identisch, es entsteht viel- 
mehr die Aufgabe, diejenigen ganzzahligen Werthe von x zu finden, 
welche ihr Genüge leisten. Jeder Werth von x dieser Art heisSt 
eine Wurzel der Cöngruenz. Wenn x = cc eine solche ist, so 
wird jeder Werth von x, welcher dem cc congruent ist (mod. p), 
offenbar auch eine Wurzel sein; alle diese unendlich vielen Wur- 



*) OfiPenbar gilt der Satz auch für p = 2 , jedoch bedürfen wir im 
Folgenden dieses Falles nicht. 

**) Vergl. hiezu: in Crelle's J. Bd. 31 Schoenemann, Grimdzügo 
einer allgemeinen Theorie der höheren Congruenzen, §. 13. 
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zeln sieht man aber als eine einzige Congruenzwurzei an» indem 
man sagt, die Congruenz habe die Wurzel a: = a (mod. p), 

Ist f{x) = q> {x) (mod. p) , so haben die beiden Congruenzen 
f(x) = und q>{x)^0 (mod. p) dieselben Wurzeln, da jeder 
Werth von x, welcher die eine Function durch p theilbar macht, 
auch die andere durch p theilbar machen muss. 

Es ist ein Hauptsakz, dass die Anzahl incongruen- 
ter Wurzeln einer Congruenz nicht grösser als ihr 
Grad sein kann. Dabei versteht man unter Grad der Con- 
gruenz den Exponenten derjenigen höchsten Potenz von Xj deren 
Coefficient durch p nicht theilbar ist. Ist nun 

f{x) = üqX"* -[- ayX"^~^ + . . . + am—ix + «m = (mod. p) 

die gegebene Congruenz, m ihr Grad, also a^ nicht theilbar durch 
p, so ^nn man stets a^ = 1 voraussetzen; denn im entgegen- 
gesetzten Falle lässt sich bekanntlich eine, durch p nicht theil- 
bare, ganze Zahl cc^ finden von der Art, dass a^a^Eil (mod. p) 
ist, und da die Wurzeln der Congruenz dieselben bleiben müssen, 
wenn man diese mit der constanten Zahl cc^ multipliclrt, so führt 
man dadurch die Congruenz in eine andere äquivalente über, in 
welcher der Coefficient der höchsten Potenz gleich Eins ist. Neh- 
men wir also von vornherein aQ = 1 an. 

Um nun den Satz zu beweisen, setzen wir ihn für jede 
Function bis zum (m — ly^*" Grade als bewiesen voraus, und zeigen 
sodann seine Richtigkeit auch für die Functionen des m^^^ Grades ; 
so wird seine allgemeine Gültigkeit erhellen, da jede Congruenz 
ersten Grades, welche nach dem eben Gesagten die Form ar-f-aj— 
(mod. p) annimmt, nur eine Wurzel a: = — a^ (n^pd. p) haben 
kann. Hat aber die Congruenz: 

a;"* -f öj a;"»-i + . . . + «m-ia? + «»» = (mod. p) 

mindestens m incongruente Wurzeln, so seien diese «j, a^, ,,, am\ 
man hat dann algebraisch: 

af^+a^ x^'^ + • • • + «//i-i ^+«m = {5c—K^[x'—(x^..,{x—a„)-{-(p[x\ 
worin (p{x) eine gewisse ganze Function von x, höchstens vom 
Grade m — 1 ist, mit ganzzahligen Coßfficienten, welche, wie 
leicht zu zeigen, durch p theilbar sind; denn, da sowohl die 
linke Seite der Gleichung, als auch das Product auf der rechten 
für die m incongruenten Werthe a, , «j» - * * ^m von x durch p 
theilbar wird, muss dasselbe von (p[x) gellen, d. h. die Congruenz 
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q>(or) ~ (mod. p), 

welche höchstens vom Grade m — 1 isl, hat mehr Wurzeln, als 
ihr Grad heträgt, was wegen der, his zum Grade m — 1 voraus- 
gesetzten Richtigkeit des Satzes nur geschehen kann, wenn sie 
identisch Statt findet. Die^ohige Gleichung lässt sich hiernach als 
Congruenz schreiben, wie folgt: 

x^^-^a^x"^—^ -\- ... -\- aM—ix-\-aM~L{x — cci){x—a2)...{x— Mm) (mod./?). 

Da nun die rechte Seite derselben für keinen mit c^, , «j? • • • ^m 
incoDgruenten Werth von x durch p theilbar sein kann, weil es 
keiner der Factoren wird und p Primzahl ist, so kann auch die 
Congruenz 

X"* + «,a;"»~^ + . . . + am-ix + a», .0 (mod. p) 

keine Wurzeln weiter haben. 

8. Betrachten wir als Beispiel die Congruenz: • 

(8) xP-^— IheO (mod. p), 

welche für die Folge von besonderer Wichtigkeit ist. Nach dem 
Fe r manschen Satze leistet derselben jede nicht durch p theilbare 
Zahl Genüge; die Congruenz (8) hat also genau soviel 
Wurzeln, als ihr Grad beträgt, nämlich die Wurzeln: 

X ^ 1, X = 2, ... X = p — 1 (mod. />). ' 

Nach dem Ende der vorigen Nr. ergiebt sich daraus 
die Congruenz: 

(9) xP-^ — l = (x^l){x-'2),..{x—p+l) (mod. p); 

sie wird uns weiterhin von grossem Nutzen sein. Vergleicht man 
die Constanten Glieder auf den beiden Seiten derselben^ so erhält 
man die folgende Congruenz: 

(10) . 1 . 2 . 3 . . . (p — 1) = — 1 (mod. /?), 

welche eine ausgezeichnete Eigenschaft der Primzah- 
len ausspricht und als Wilson'scher Satz bekannt ist. 

9. Besondere Beachtung verdienen die Wurzeln der Con- 
gruenz (8), weil sie ähnliche Eigenschaften haben, wie die Ein- 
heitswurzeln, und darauf vor Allem die Auflösung der Kreisthei- 
lungsgleichung gegründet ist. In der That, ist m irgend eine 
Wurzel d. h. irgend eine, durch p nicht theilbare Zahl, so wird 
auch jede Potenz von m eine Wurzel sein, also die unendliche 
Reihe : 



\ 
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m, m^, m^, ... 
lauter Wurzeln der Congruenz (8) enthalten. Unter denselben 
muss mindestens eine congruent Eins sein (mod. /?), nämlicli m^^^ 
und wenn mit d der kleinste Exponent bezeichnet 
wird, für welchen m^ ^1 (mod. p) ist, so zeigt sich, gerade 
wie in der vorigen Vorlesung, dass d ein Divisor von p — 1 sein 
muss. Dann heisse m eine, zum Exponenten df gehörige 
Zahl. Man erkennt vermittelst derselben Betrachtungen, die 
wir dort angewendet haben, dass zu jedem Divisor d von p — 1 
als Exponent genau (p[d) Wurzeln gehören. Nennt man ins- 
besondere diejenigen Zahlen, weiche zum Exponenten 
p — 1 gehören, primitive Wurzeln (mod. p), so erhalt 
man den wichtigen Satz: es giebt (p[p — 1) primitive 
Wurzeln (mod. /?). 

Ist g irgend eine derselben, so bilden die Potenzen 

(11) g,g\g\'"g^^ 

alle Wurzeln der Congruenz (8). Denn sie sind erstens sämmt- 
lich olfenbar Wurzeln derselben, sodann aber auch unler ein- 
ander incongruent (mod. p) ; wäre nämlich g^ = g'^ (mod. p), 
während ä, k zwei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . . (p — 1) be- 
deuten, von denen h die grössere sei, so könnte man beiderseitig 
mit g^, welches nicht durch p theilbar ist, dividiren und fände 
^h—k = 1 (mod. p), was nicht angeht, da h — k <C p — 1 und g 
primitive Wurzel (mod. p) ist. Wir erhalten so das für das Fol- 
gende sehr bemerkenswerthe .Resultat: dass die Zahlen der 
Reihe (11), wenn man von der Ordnung absieht, den 
Zahlen 1, 2, 3, . . . p — 1 (mod. p) congruent sind; und da 
andererseits jede durch p nicht theilbare Zahl einer der letzteren 
Zahlen (mod. p) congruent sein muss, so wird jede durch p 
nicht theilbare Zahl auch einer bestimmten Zahl aus 
der Reihe (11) (mod. p) congruent sein. 

10. Ist also m irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so 
giebt es eine Zahl |x aus der Reihe l,2,3,...p — 1, von der 
Art, dass 

(12) m^gf" (mod. p) 

ist. Diese Zahl ft soll der Index von m heissen, in 
Zeichen: fi = ind. m. Einige einfache Eigenschaften der Indices, 
welche in der Folge zur Anwendung kommen, sollen hier zu- 
sammengestellt werden. 
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1) Der Index eines Products ist der Summe der 
Indices der Faktoren mod. (/^r— 1) congruenl. Denn, ist 
II = ind. m, v = ind. w. also m gf*, n ~ g^ (mod. p), so ist 
mn ~ gf*"^^ (mod./?); bezeichnet andererseits X <len ind. (win), so 
ist mn=^g^, also ergiel)t sich gf^ = ^1^+*' (mod. p). Nun sind 1, 
ft. V drei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . .p — 1; ist daher 
fi-f-v<p — 1, so muss, da die verschiedenen Potenzen der 
Reihe (11) als incongruent nachgewiesen sind, A = fi-{~i/ sein, 
und dann ist auch Ar ft-f-v mod. (p — 1). Wenn aber ^-^-v^p — 1 
ist, so ist doch jedenfalls iL-\-v <^2[p — 1), man kann also setzen 
ft + v=p — 1 + «, während x<p — 1 ist; aus der Congruenz 
g^ 1= y/'-H' (mod. p) folgt dann, da ^^-^ ~ 1 ist, g^ - gf*, folglich 
>c=A, ^-\-v=p — 1 + A, also ft-j-vrrX mod. (p — 1). 

Nachdem auf diese Weise die Richtigkeit des Satzes für ein 
Product von zwei Factoren bewiesen worden, dehnt man ihn 
leicht auf ein Product von beliebig viel Factoren aus. 

2) Ist der Modulus p gegeben, so ist gleichwohl der Index 
einer Zahl m noch nicht bestimmt, vielmehr hängt der Werth 
von ind. m offenbar ab von der willkürlichen Wahl der primi- 
tiven Wurzel g, auf welche man ihn bezieht. Wir haben nicht 
nöthig, auf diese Abhängigkeit hier weiter einzugehen, beschränken 
uns vielmehr auf die eine Bemerkung, dass zwei Zahlen, so- 
wie die ihnen (mod. p) congruenten für alle primitive 
Wurzeln denselben Index beibehalten. Dies sind die 
Zahlen +1 und — 1. Denn, welches auch die primitive Wurzel 
g sei, von den Potenzen (11) kann stets nur die letzte congruent 
Eins sein, es ist also stets: 

ind. (1)=;? — 1 

(13) oder ind. (1) = 0. mod. (p— 1). 

Ferner ist: 

^'^^-1 = (^"^— 1) (^"^+1)^0 (mod.p). 
also einer der beiden Factoren: 

g^ -1, g^ +1, 

und zwar der letztere durch p theilbar, denn, wäre es der erste, 
so gehörte g nicht zum Exponenten p — 1, was es als primitive 
W^urzei (mod. p) doch muss. Es folgt also: 
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(14) ind. (— 1) oder ind. (p—l)=.?~zl. 

3) Man beweist durch dieselben Betrachtungen, welche in 
Nr. 4 der vorigen Vorlesung angewendet worden sind, dass unter 
den Potenzen (11) diejenigen zum Exponenten d (mod. p) gehören, 
deren Exponenten mit p — 1 den grössten gemeinsamen Divisor 

^ = ^T haben. Dies lässt sich auch als eine Eigenschaft der 

Indices folgendermassen aussprechen: Ist m eine zum Expo- 
nenten d (mod. p) gehörige Zahl und ^ ihr Iudex, so 
ist der grösste gemeinsame Theiler der Zahlen ft und 

p — 1 gleich ^^^, und umgekehrt, fn der That, ist m = gf**, 

so gehört m nach dem eben Bemerkten nur dann zum Expo- 
nenten df, wenn fi und p — 1 den grössten gemeinsamen Theiler 

^ ■ besitzen. 

a 

Ist daher y eine von g verschiedene primitive 
Wurzel, so ist ind. y relative Primzahl zu p — 1, und 
umgekehrt. Denn in diesem Falle hat d den Werlh p — 1, 

also ^~7 den Werth Eins. — 
d 



. Fünfte Vorlesung. 
Von der Irreductibilitat der EreistlieilungsgleiclLnng. 

1. Nächst den Eigenschaften der primitiven Wurzeln (mod. p) 
ist es, wie schon bemerkt, . besonders die Irreductibilitat der 
Kreistheilungsgleichung , auf welcher die Methode zu ihrer alge- 
braischen Auflösung beruht. *) Eine ganzeFunction f{x) m i t 
rationalen Coefficienten heisst aber irr eductibel, wenn 
es nicht möglich ist, sie in Factoren mit ebenfalls 
rationalen Coefficienten zu zerlegen. Ist f{o^ eine 
irreductible Function, so heisst die Gleichung f[oc)=^ 
eine irreductible Gleichung. 



*) Vergl. darüber Abel, memoire surune classe particuliere dMqua- 
tions räsolubles alg^riquement, in seinen oeuvres compl^tes pag. 114 
oder in Crelle's J., Bd. 4, pag. 26. 
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Hier gilt nun folgender Ilauplsatz: 

Eine irreductible Gleichung f[x) = kann mit 
keiner Gleichung q)[x) = von geringerem Grade und 
mit rationalen Coefficienlen eine Wurzel gemeinsam 
haben. Denn sonst hätten die ganzen Functionen f[x), q>[x) 
einen, von f{x) verschiedenen, grössten gemeinsamen Divisor, 
dessen Coefficienten bekanntlich ebensowohl rational sein mussten, 
wie die der beiden Functionen, f[x) hätte also gegen die voraus- 
gesetzte Irreductibilität einen rationalen Factor. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satze ist der folgende: 

Wenn eine irreductible Gleichung f{x)^=0 eine 
Wurzel mit einer andern Gleichung P[(t)c=0 gemein- 
sam hat, deren Coefficienten rationale Zahlen sind, 
so genügen entweder alle ihre Wurzeln der Gleichung 
F{x) = 0, oder F[x) ist identisch gleich Null. Dies Letzte 
tritt nach dem vorigen Satze jedenfalls dann ein, wenn der Grad 
von F[x) kleiner ist als der von f[x). Im andern Falle kann 
man stets setzen: 

F[x)=f[x).Q[x) + q>[x\ . 

worin Q{x) der Quotient, (p(x) der Rest ist, welchen die Division 
von F(x) durch f{x) ergiebt; Beides sind ganze Functionen mit 
rationalen Coefficienten, die letzte von kleinerem Grade als /*(ar). 
Haben nun F[x)y f[x) eine gemeinsame Wurzel, d. h. finden für 
einen bestimmten Werth von x die Gleichungen F{x) = 0, 
[x) = gleichzeitig statt, so muss dieser auch der Gleichung 
g)(a:) = genügen, woraus nach dem vorigen Satze folgt, dass 
(p{x) identisch gleich Null, also 

F{x)=^f{x).Q{x) 

ist; dann genügen aber alle Wurzeln der Gleichung f(x) = 
auch der Gleichung F{x) = 0. 

Eine Gleichung f[x) = mit ganzzahligen Coefficienten, deren 
höchster gleich Eins, wird irreductibel sein, wenn es nicht mög- 
lich ist, f[x) in Factoren mit ganzzahligen Coefficienten zu zer- 
legen; denn nach Nr. 2 der vor. Vorl. findet dann auch eine 
Zerlegung in rationale Factoren nicht statt. 

2. Die Kreistheilungsgleichung 

xP-^ + xP-^ -f . . . + a: + 1 = 0, 
d. i. die Gleichung für die primitiven p^^** Einheits- 
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Wurieln ist irreJuclibGl. Dasselbe gilt von den allge- 
meineren Gleichungen, welche die primiliven Einheits- 
wurzeln des Grades p" oder eines beliebig zusamitiefi- 
gesetzten Grades n zu Wurzeln haben. Von diesem Salze 
sind verschiedene Beweise gegeben worden, der erste, für einen 
Primzahlgrad geltende, von Gauss in den Disqu. arithm, 
arl. 341; diesem folgten andere von Kronecker, Schoene mann, 
Eisenstein, l>edekind. Arndt u.A. Das gemeinsame Prin- 
cip, welches allen diesen Beweisen, mehr oder weniger 
versteckt, zum Grunde liegt, besteht in Folgendem: 

Bezeichnen wir mit ^=^0 die rraglichen Gleichungen. Cm 
zu beneisen, dass eine Zerlegung von A' in Factoren ip(x), ■\|^{a:) 
mit ganzzahligen Coerticienten, d. i. die Gleichung 

nicht möglich ist, genügt es olfenbar zu zeigen, dass in Bezug 
auf irgend einen Mottulus m die Congruenz 
A' = (p[x] . Vi{x) (mod. m) 
nicht stattfiuden kann, denn diese würde in Bezug auf jeden Mo- 
dulus eine unmittelbare Folgernng jener Gleichung sein. 

üierdurch fällt eigentlich die Frage nach der Irreductibilität 
der Gleichungen der Lehre von den höheren Congruenzen an- 
heim, welche sich mit der Zerlegung der ganzen Functionen in 
Factoren in Beziehung auf einen gegebenen Modulus beschäftigt. 
Der Beweis von Schoenemaun*), auf einen Primzahlgrad bezüg- 
lich, befindet sich denn auch in der That in einer Abhandlung 
Ober höhere Congruenzen und lässt das genannte Princip am 
Klarsten hervortreten. Auch Dedekind's Beweis**), welcher für 
den allgemeinsten Fall eines beliebig zusammengesetzten Grades 
gilt, knüpft unmittelbar an jene Lehre an. Hier sollen einige 
der angeführten Beweise mitgetheilt werden, welche sich ohne 
andere Hiirsmittel, als die in der vorigen Vorlesung gegebenen, 
auseinandersetzen lassen. 

3. Die beiden Beweise von Kronecker***) und der- 

•) Schoenemann, Theorie der höheren Congruenzen § 50. 

**) Dedekind, Beweis fflr die Irreductibilität der Kreigtheilangs- 
Gleicliiiiigen , Crelle'a J., Bd. 54. 

***) Eronecker, Beweis, dasB für jede Primzahl p die Gleichung 
a^P-' -)-... + a; + l = irrednctibel let, Crelle'e J., Bd. 29 und Derselbe, 
dömonstration de rirrßductibilitö de l'^quation ji,"—' -{-... -\- 3: -\- 1 =• 0, 
oü n diiigne un Boinbre prämier, LiouviLlc'a .Tourn., Bd. 1, 2. eörie. 
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jenige von Eisenstein"^) beziehen sicli zwar zunächst 
auf die Gleichung: 

gestatten aber unmittelbar die Ausdehnung auf den 
Fall, wo der Grad der Einheitswurzeln die Potenz 
einer ungeraden Primzahl, gleich p^ ist**) und geben 
so den Beweis von der Irreductibilität der Gleichung 

(1) X = arP'-'ö'-i) + ^p«-i(i»-2) + . . . + xP""-^ + 1=0. 

Wir wollen also sogleich von dieser Gleichung handeln, welche 
jene als speciellen Fall in sich begreift. 

Kronecker's Beweise smd einander sehr ähnlich. Nehmen 
wir an, X sei nicht irreductibel, sondern dem Producte zweier 
ganzer Functionen q>{x)j ipix) mit ganzzahligen Co^fficienten 
gleich, in Zeichen: 

so ergäbe sich, indem man x >= 1 setzt: 

. i> = 9(1). '*'(!). 

einer der beiden, offenbar ganzzahligen Factoren, z. B. 9>(1), 
musste daher gleich + 1 sein. Da sich nun die Wurzeln der 
Gleichung (1) auf beide Factoren vertheilen, so sei q eine der- 
jenigen, welche der Gleichung q>(x) ^0 genügt. Welche primi- 
tive Wurzel der Gleichung xp" = 1 wir dann auch unter r ver- 
stehen mögen, die Reihe von Potenzen 

(2) r, r«, r/*, ... rY, 

in welcher 1, a, ß, ... 7 sämmtliche, nicht durch p theilbare 
Zahlen der Reihe 1, 2, 3, , . . p^ bezeichnen sollen, stellt (nach 
dem Zusatz in Nr. 4 der 3. Vorlesung) alle primitive Einheits- 
wurzeln vom Grade p", d. i. alle Wurzeln der Gleichung (1) dar. 
Demnach beündet sich unter ihnen auch die Wurzel q, und folg- 
lich ist 

(3) (p(r) . 9(r«) . q>{rfi) . . .(p{rY) = 0, 

welche Wurzel der Gleichung (1) auch unter r verstanden werden 
mag. Der eine Kronecker'sche Beweis fährt nun fort: 



*) Eisenstein, in Crelle's J., Bd. 39, pag. 167. 
**) Serret, sur une qüestion de th^orie des nombres, Liou- 
ville's J., Bd. 15. 
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Da hiernach das Productf 

q>{x) . (p{x") . q){x(^) . . . g>(xy) 

für jede Wurzel der Gleichung (1), welche als Einheitswurzeln 
desselben Grades nach Nr. 3, der 1. Vorlesung verschieden sind, 
verschwindet, so ist es einem elementaren algebraischen Satze 
zufolge durch X theilbar, d. h. 

g>(x) . q>(x'') <p(x(^) . . . (p{xr) = X . F{x), 

wo F{x) eine ganze Function mit ganz^ahligen Coefßcienten. 
Setzt man nun x=l, so ergiebt sich, da die Anzahl der Fac- 
toren gleich der Anzahl der Zahlen 1, a, j5, . . . y, also gleich 
pa-i (p—i) ist, 

<p{l)p ip-^), welches den Werlh Eins hat, wäre also durch p 
theilbar, was nicht sein kann. Daher ist die Gleichung (1) irre- 
ductibel. 

4. Von diesem Beweise unterscheidet sich der andere 
Kronecker'sche nur dadurch, dass dort direct die Richtigkeit 
der Congruenz: 

(p(r) . g)(r«) .(p{rß) ... (p(rY) = (p(l)P'''Hp-i) (mod. p) 

gezeigt wird, welche wieder, wenn g?(l) = + 1 ist, nach Gleich- 
ung (3) auf einen Widerspruch fuhrt. Jener Nachweis lässt sich 
folgendermassen geben: 

Wenn q>(r), wie es hier stattfindet, eine ganze und ganz- 
zahlige Function der Wurzel r von (1) ist, so ist einerseits 

g)(r) . g)(r") . q>(rß) . . . q>{ry) 

als symmetrische Function aller Wurzeln dieser Gleichung be- 
kanntlich eine ganze und ganzzahlige Function ihrer Coefficienten, 
also, da diese selbst ganze Zahlen sind, eine ganze Zahl, welche 
wir mit A bezeichnen wollen, also: 

q>(r) . (p(r") . q>{rP) . . . g>(ry) = J. 

Andererseils ist nach der Formel (6) der vorigen Vorlesung für 

jedes x: 

q>(x)P = (p{xP) + p . fix), 

wo f{x) eine ganze und ganzzahlige Function von x ist. Bildet 
man nach dieser Gleichung das Product: 

AP = (p(r)P . (p(r")P . . . (p(rY)P, 

3* 
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so erhält man zunächst das Glied: 

(p{rP) . (p{r«P) . . . (p(ryP), 

und dann einen durch p Iheilbaren Ausdruck, welcher offenbar 
symmetrisch in Bezug auf alle Wurzeln r, r«, r/*, . . . r^ der Gleich- 
ung (1), folglich eine durch p theilbare ganze Zahl ist. Dies er- 
giebt die Congruenz 

AP = <p(rP) . <p{r«P) . . . (p{rYP) (mod. p), 

oder nach dem Fermat'schen Satze: 

A = q>(rP) . (fir^'P) . . . g>{ryp) (mod. p). 

Durch wiederholte Erhebung zur p'^" Potenz folgt allgemeiner für 
jedes positive ganze m: , 

A = q>{rP^) . (p(f^P^) . . . g>(ryO (mod.p); 

setzt man daher m^a, wofür rP"=i wird, so ergiebt sich, 
wie behauptet wurde: A oder 

(p{r) 9(r«) q>{rß) . . . <p{rr) = <p(l)P^'~^(P-^) (mod. p), 

5. Wählend diese Beweise sich wesentlich auf die 
Natur der Einheitswurzeln stützen, ist Eisensteines 
Beweis davon unabhängig, beruht dagegen auf der 
Beschaffenheit der Co efficienten der frag liehen Gleich- 
ungen. Das Princip dieses Beweises ist der folgende Satz: 

Eine Gleichung f(x) = ist irreductibel, sobald 
der höchste Coefficient in f{x) gleich Eins, der letzte 
gleich +/>, die mittleren durchp theilbar sind. Denn, 
wäre im Gegentheil f{x), dessen Grad m -\- n sei, in ganzzahHge 
Factoren zerlegbar, sodass 

f(x) = (ir« + a^af^ -f . . . + ä»^_i ar -f o^) 

(af" -f ft^ic«-! -f . . . -f b„-ix + bn). 

so müssten beide Ausdrücke auch (mod. p) congruent sein. Die 
Vergleichung der constanten Glieder auf beiden Seilen liefert zu- 
nächst 

also etwa Oi« = + 1 , 6« = + p. Lässt man aber in der Con- 
gruenz: 

f{x) ~ {x*^ -{- ajar*»-^ -{-... + «w~iä? + 1) 

{x*" -{- b^ x*"-^ + . . . -|- bn^ix + p) (mod. p) 
alle durch p theilbare Glieder fort, so erhält man: 
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(/p« -|- b^x^~^ + . . . + bn^ix) (mod. p), 

Rechts findet sich nun das Glied + b„^ix, welchem links kein 
Glied entspricht, also muss 6„_i durch p theilbar sein, und in- 
dem man es weglässt, ergiebt sich: 

{x" + ^1 ^""^ + • • • + bn^20c^) (mod. p), 
woraus in ähnlicher Weise folgt, dass b„^2 durch p theilbar ist. 
So fortfahrend gelangt man endlich zu der Congruenz: 

x"^" = (x"* + «>^~^ -\- . . . + 1) x"" (mod. p) , 

welche unmöglich ist, da* der Coefficient von a?" rechts = + 1 
(mod. p), links aber gleich Null ist. Hieraus geht die Unzulässig- 
keit der Annahme, also die Wahrheit des Satzes hervor. 

Wenn man nun in der Gleichung (1) die Substitution x=z-\-l 
macht, so wird 

(4) X=F(z) 

werden, wo F{z) eine ganze Function von z von demselben Grade 
wie X und mit ganzzahligen Coefficienten ist, deren höchster 
offenbar gleich Eins ist. Für z = reducirt sich F{2) auf den 
letzten Coefflcienten, dessen Werth sich gleich p, nämlich gleich 
dem Werthe von X für a: = J ergiebt. Beachtet man ferner, 
dass 

xP = zP + l, xP^ = zP^ + 1. . . . xP"""^ = zP"""^ + 1, 

^P^ = sP« _|_ 1 (mod. p) 

i^t, so führt die Gleichung (4), welche auch so geschrieben wer- 
den kann: 

F[z) . {xP""-^ - 1) = xP"" — 1, 
auf die Congruenz: 

F(z) = zP'"'^iP-^) (mod./)), 

und lehrt, dass auch die mittleren Coefficienten von F{z) durch 
p theilbar sind. Da somit die Gleichung F(z) = sich in dem 
Falle des vorigen Satzes befindet, ist sie irreductibel; daraus folgt 
aber nach der Gleichung (4) offenbar auch die Irreductibilität der 
Gleichung X = 0. 

6. Unter den Beweisen für die Irreductibilität der 
allgemeinen Gleichung, deren Wurzeln die primitiven 
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Einheitswurzelo eines beliebig zusammengesetzten 
Grades n sind, wähle ich denjenigen von Arndt*) als 
besonders einfach aus. 

Arndt bedient sich seines Princips zunächst zum Beweise 
von der Irreductibilitäl der Gleichung (1). Der Kürze wegen 
nehmen wir diese nach dem Vorigen als bekannt an, setzen sogar 
voraus, die Irreductibilität für die Gleichung 

deren Wurzeln die primitiven n^^" Einheitswurzeln sind, sei be- 
reits bewiesen für jedes n, welches aus nicht mehr als k ver- 
schiedenen Primfactoren besteht; lässt sich dann die Irreducti- 
bilität auch für solche n beweisen, welche einen Primfactor mehr 
enthalten, so steht sie offenbar fest für jedes mögliche n. Dieser 
Nachweis aber kann, wie folgt, gegeben werden: 

Wir setzen n = p" . n, wo n aus k, von p verschiedenen 
Primzahlen besteht. Angenommen nun, es sei 

und 

seien die Gleichungen,- welche die p^^en Potenzen der Wurzeln 

von / 

g)(a:)=0, ilf{x) = 

resp. zu Wurzeln haben, so wird durch a-Mal wiederholte An- 
wendung des Satzes, welcher Nr. 6 der vorigen Vorlesung be- 
schliesst, 

(5) g>{x) EE0(x), ^tl^ix) = W(x) (mod. p) 

erhalten werden. ' 

Jede primitive n^^ Einheitswurzel r kann nun, wie sich aus 
Nr. 6 der 3, Vorlesung sehr leicht ergiebt, gleich dem Producta 
aus einer primitiven Einheitswurzel q vom Grade p" und einer 
andern © vom Grade n gesetzt werden; aus der Gleichung 
r = Q . CD folgt aber durch Erhebung zur Potenz /?** die Gleich- 
ung rP^ = ooP*' d. h., da /)* zu n prim ist, rP'' gleich einer pri- 



*) Arndt, einfacher Beweis für die Irreductibilität einer Gleichung 
in der Kreistheilung, in Cr eile's J., Bd. 56. Eine Modification dieses 
Beweises ist derjenige vonLebesgue, s. inLiouville's J.,Bd.4, 2.särie, 
dömonstration de Tirrdductibilit^ de IMquation aux racines primitives 
de l'unit^. 
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mitiven Einheitswurzel o' vom Grade n (vgl. Zusatz zu Nr. 4 
der 3. Vorlesung). Lässt man nun r successive je eine Wurzel 
der Gleichung g)(a:) = und der Gleichung if;(a:) = bedeuten, 

so wird dem entsprechend r^* eine Wurzel der Gleichung (l>(a:)=0 
oder ^(a:)=0 sein, und daher wird jede dieser letztern Gleich- 
ungen irgend eine Wurzel mit der Gleichung 

(6) i^„'W = 

gemeinsam haben, folglich, da diese nach der Voraussetzung irre- 
ductibel ist, durch alle Wurzeln derselben befriedigt werden. 

ist demnach oo irgend eine Wurzel von (6), so folgt aus den 
Congruenzen (5): 

g) (g>) ™ , if; (üo) ~ (mod. /?), 
mithin 

(7) i^«H=/>^ /•(«), 

wenn /(co) eine gewisse ganze und ganzzahlige Function von g> 
bedeutet. 

Bemerkt man andererseits die Gleichungen: 

n 

X» — 1 = 77 Fd (a;) , a^ ~1=YJ Fi(x). 

d: n • n 

: — 
P 

in welchen (vgl. 3. Vorlesung Nr. 5) der Index d alle Divisoren 

von n, der Index ö alle Divisoren von — zu durchlaufen hat, 

P 

und beachtet, dass letztere sich sämmtlich unter den erstem be- 
finden, dass aber der Werth d = n unter den Divisoren d sich 

nicht findet, so zeigt sich, dass der Quotient ^^ "" eine durch 

j^— 1 
Fn(x) theilbare ganze Function, also 

ist, worin F(x) eine ganze und ganzzahlige Function. Setzt man 
hiierin x ^ cd^ so ergiebt sich: 

p ==/'„(©) .F((o), 

woraus in Verbindung mit der Gleichung (7) die folgende er- 
halten wird: 

1 =p .f((0) . ^(Cö). 
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Aus dem eiitwickellen Producte f((o) . ^(o) kariu man aber mit- 
lels der identischen Gleichung Fn'{(o) = vom Grade q>{n) alle 
höheren Potenzen von w als die Potenz cöV^"')-* fortschaffen und 
findet so eine Gleichung von der Form: 

1 =i> («0 + ^l ^ + • • • + «y(«')-i • w*^"'^"^), 

welche wegen der vorausgesetzten Irreductibilitat der Gleichung (6) 

identisch bestehen muss und dann zu der unmöglichen Gleichung 

führt: 

1 =paQ. 

Hieraus folgt die Irreductibilitat der Gleichung 

Fn{x)=0, 

7. Ein anderer Beweis, durch welchen die Irreductibilitat 
dieser Gleichung sogar in einem weiteren Sinne, als wir dem 
Worte beigelegt haben, dargethan wird, rührt von Kronecker her.*) 
Es würde zu weit führen, denselben hier vollständig wiederzu- 
geben; während wir daher den Leser auf Kronecker's Abhand- 
lung selber verweisen müssen, entnehmen wir gleichwohl der- 
selben die Principien zum Beweise eines Satzes^ der zur Begrün- 
dung einer späteren Behauptung benutzt werden soll. Wir spre- 
chen folgenden Satz aus, in welchem p — 1 = e . f gesetzt sein 
soll: 

Die Function 

X = xP-^ + xP-^ + . , . + o; + 1 

kann nicht in Factoren zerlegt werden, deren Coeffi- 
cienten rationale und ganzzahlige Functionen einer 
Wurzel der irreductibeln Gleichung 

(8) Fe{x) = 

sind. 

Zunächst bemerken wir, dass, wenn cc eine Wurzel dieser 
Gleichung bedeutet, jede rationale Function von cc auf die Form : 

(Q) aQ + aia+ .,. + g^^i . cc'^^ 

^ ' m 

gebracht werden kann, in welcher «q, a^, . . . ä,_i und m ganze 
Zahlen sind, deren letzte nicht mit allen Coefficienten a denselben 
gemeinsamen Factor hat, und ^orin e zur Abkürzung für g)(e) 



*) Eronecker^ memoire sur las facteurs irr^ductibles de räquation 
a;" = 1, in Liouville's J., Bd. 19. 
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gesetzt isl. In der Thal, die rationale Function ^y^» unter /"(«), 

g>{a) zwei ganze und ganzzahlige Functionen von a verstanden, 
kann, wenn cc\ a", . . . a^'^^^ die übrigen Wurzeln der Gleichung 
(8) sind, auch so geschrieben werden: 

/-(«). y(«)y(0...y(tf<'~^>) 
€p{cc) . tp{a) qp(a") . . . (p(cS*~^^) 

Hierin ist aber der Nenner als symmetrische Function aller primi- 
tiven e'^ Einheitswurzeln eine ganze und ganzzahlige Function 
von den Coefficienten der Gleichung (8), folglich einer ganzen 
Zahl m gleich. Im Zähler aber ist bekanntlich das Product 
9)(a') g>{a') . . . 9)(a(«~^)) und also auch der ganze Zähler einer 
ganzen Funktion von a mit ganzen Coefßcienten gleich, deren 
Grad vermittelst der identischen Gleichung 

(10) Fe{(x)=0 

vom Grade (kleiner als € gemacht, und welche demnach auf die Form : 

«0 + «1 '^ + • • • + ««-i«*~* 
reducirt werden kann. Da endlich jeder Factor, welchen m etwa 
mit allen Zahlen a^, a^, . . . ^a-i gemeinsam haben sollte, weg- 
gehoben werden kann, erhält die rationale Function von a die 
in (9) behauptete Gestalt. 

Nehmen wir nun an, Xsei in dieFactoren q>{x),ilf{x) zerlegbar, 
deren CoefOcienten rational von a abhangen, so ergiebt sich aus der 
Gleichung 

X= q>{x) . tf;(a?), 
wenn o; = 1 gesetzt wird : 

(11) p=q>(l).^{l), 

worin offenbar q>{l), t/;(l) rationale und ganzzahlige Functionen 
von a ^ein werden, sodass nach dem eben Bemerkten 

^^ ' n n 

gesetzt und m ohne gemeinsamen Theiler mit allen a, n ohne 
gemeinsamen Theiler mit allen b angenommen werden kann. 
Hierdurch geht die Gleichung (11) in die folgende über: 

p . mn =-A((u) . J9(a). 
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Diese lehrt, dass nur in einer der beiden Functionen A(cc)j B{a) 
alle Coefficienten durch p theilbar sein können; denn wäre im 
Gegentheil gleichzeitig 

(12) A{a)==p,C(cc). B{a)=p.l){cc), 

während C(a), D(a) ganze Functionen von cc mit ganzen Coeffi- 
cienten sind, so folgte einerseits, dass weder m noch n durch p 
theilbar sind , andererseits die Gleichung : 

mn = p . C{a) D[cc), 

welche vermittelst der Gleichung (10) auf die Form 

mn = p (cq -f- ^i <^ + • • • 4" ^«—1 • ^'~^) 
gebracht werden könnte und wegen der Irreductibilität der 
Gleichung (8) zu der Folgerung mn = pcQ fuhren würde, die 
unzulässig ist, da keine der Zahlen m, n durch p theilbar ist. 

Nun ist aber im Gegentheil leicht zu zeigen, dass die 
Gleichungeu (12) aus der angenommenen Zerlegung von X mit 
Nothwendigkeit folgen. Denn , da q> [oc) jedenfalls eine Wurzel der 
Kreistheilungsgleichung enthält, so besteht q>{l) aus einem oder 
mehreren Factoren von der Form 1 — r^, und diese' liefern, da 
rP = 1 ist, zur p^^" Potenz erhoben einen in r ganzen und ganz- 
zahligen Ausdruck, dessen sämmtliche Coefßcienten durch p theil- 
bar sind; daher ist auch 

q>{l)P =^ p.fir) 
also 

(13) A{a)P = p , mP .f{r) 

wo f[r) eine ganze und ganzzahlige Function von r bezeichnet. 
Bemerkt man hierauf, dass in der Entwicklung des Products 

\_z —pmPfir)] \_z — pmPf[r^)] , , . [z — pmP . f[rP)] 

nach Potenzen von z das höchste Glied gleich zP , die Coefficienten 
aller andern Glieder aber als symmetrische Functionen aller p^^'*^ 
Einheitswurzeln ganze Zahlen sind, welche oiTenbar den Factor 
p haben, so kann man jenes Product gleich 

■ - zP -- p , F[z) 

setzen, wo F{z) eine ganze und ganzzahlige Function von z ist, 

und erhält, da es für z = A{ci)p wegen Gleichung (13) ver- 
schwindet, 

(14) A[€i)P' = p.O(cc), 

wo 0{ci) eine ganze Function von a mit ganzen CoefOcienten ist. 
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wie sie offenbar durch die Substitution von A{a)P an Stelle von 
z aus F{z) entsteht. Da aber p = ef-^ 1 , also a? == « ist, und 
nach Gleichung (7) der 4. Vorlesung 

A{cc)P = A(aP) (mod. p) 

gesetzt werden kann, so ergiebt sich: 

A{a)P = A{a) 

also auch weiter: 

A{a)P^= A{cc) (mod. p) 

oder A{a)P'^ = A(a) '{' pO'{cc), wenn auch 0'{a) eine Function 
mit ganzzahligen Coefficienten. Die Gleichung (14) liefert dem- 
nach ein Resultat, wie die erste der Gleichungen (12): 

A(a)=p , C{cc). 

Nichts hindert aber, auf demselben Wege sich zu überzeugen, 
dass auch 

B{cc)=p . D[a) 

ist, wie behauptet wurde. 

Da somit durch die Annahme der Zerlegbarkeit der Function X 
ein Widerspruch entsteht, so erhellt ihre Unzerlegbarkeit. 

Nachdem auf diese Weise die IrreductibiHtät der Kreisthei- 
lungsgleichung in einem weiteren Sinne wie früher dargethan 
worden ist, werden die Folgerungen, welche in Nr. 1 aus dem 
Begriffe der irreductibeln Gleichungen geschlossen worden sind, 
jetzt in derselben weiteren Bedeutung bestehen bleiben. 



Sechste Vorlesung. 

Die Gaussische Methode zur Auflösung der Ereistheilungs* 
gleichung. Die Perioden und ihre Eigenschaften. 

1. Wir haben im Vorigen die Aufgabe, den Kreis in p 
gleiche Theile zu theilen, wenn p eine ungerade Primzahl be- 
deutet, auf die Auflösung der Gleichung 

(1) X = xP-^ + xP-^ + . . . + a; + 1 = 

zurückgeführt. Indem nach den vorbereitenden Betrachtungen der 
letzten Vorlesungen nunmehr die Gaussische Methode mitgetheilt 
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werden soll, durch welche die algebraische Auflösbarkeit dieser 
Gleichung dargethan wird, müssen wir mit Hilfe der primitiven 
Wurzeln (mod. p) unter ihren Wurzeln eine eigenthümliche Ord- 
nung herstellen, auf welcher, wie sich zeigen wird, jene Methode 
wesentlich begründet ist. 

Die Wurzeln der Gleichung (1) waren die Potenzen: 

(2) r, r«, r^, . . . rP-^ 

wenn r irgend eine Wurzel bezeichnet. Nun haben wir einerseits 
gesehen, dass r* = r*' ist, sobald h = k' (mod. p); andererseits 
waren nach Nr. 9 der vierten Vorlesung die Potenzen: 

(3) 1, g, ^^ ... gP-^ 

einer primitiven Wurzel g von p den Zahlen 1, 2, 3, ... p — 1, 
wenn auch in anderer Ordnung, (mod. p) congruent. Daraus 
ergiebt sich ofTenbar, dass die Potenzen (2), von der Reihenfolge 
abgesehen, mit den folgenden Potenzen: 

(4) r, rff, r9\ , .: r^^^ 

übereinstimmen müssen. Die Wurzeln der Gleichung (1) werden 
also auch durch diese Reihe gegeben , deren einzelne Glieder die 
bemerkenswerthe Eigenschaft haben , dass jedes die ^^ Potenz des 
vorhergehenden ist; dies gilt auch vom ersten Gliede r, welches 

nach der Congruenz g^^^ = 1 (mod. p) gleich r^*^^ gesetzt, d. i. 
als g^^ Potenz des letzten angesehen werden kann. Die Wur- 
zeln der Gleichung (1) können also, allgemeiner aus- 
gedrückt, so geordnet werden, dass jede dieselbe ra- 
tionale Function der vorhergehenden ist, wie die erste 
von der letzten. 

2. Schalten wir noch eine allgemeine Bemerkung hier ein. 

Die Methoden zur algebraischen Auflösung von Gleichungen 
beruhen im Grunde auf dem Princip, dass man gewisse ganze 
Functionen von den Wurzeln der Gleichung bildet, deren Be- 
stimmung von einer anderen Gleichung geringeren Grades oder 
leichterer Behandlung abhängig ist, und welche so beschaffen sind, 
dass, wenn man ihre Werthe gefunden hat, man daraus auch 
leicht die Werthe der Wurzeln der gegebenen Gleichung selber 
ermitteln kann. Dieser Umstand kann schon bei der einfachsten 
Gleichung, der allgemeinen quadratischen Gleichung 

a;^ — aa; -|- ft = 
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bemerkt werden. Sind Xi,X2 die beiden Wurzeln derselben^ so 

sind die beiden Functionen von denselben: 

« 

«*.| ^^ »I/O » •*'l •*'2 

unmittelbar bekannt, nämlich arj + iTj = «, x^X2 = b. Daraus 
findet man: 

(afi — 0:3)^ = (arj + ^2)^ — 40:^0:2 = «^ — 46. 

also ist die Wurzelfunction 

^1 — ^2 = it y^^ — ^ * » 

und die Verbindung dieser und der andern Gleichung arj +^2 = ^ 
liefert sofort die beiden Wurzeln: 

3. Betrachten wir nach dieser Bemerkung zunächst irgend 
eine gatize Function von den Wurzeln der Kreistheilungsgleichung; 

F{r, r^, r^, . . . r^-i); 

diese kann offenbar auch als eine ganze Function der einen be- 
liebigen Wurzel r aufgefasst werden und soll dann mit f{r) be- 
zeichnet werden. Man kann sie stets auf die Form: 

fi^) = «0 + «1 ^ + ^2^'^ + • • • + ««1^ 
bringen oder, indem man jeden Exponenten von r, welcher > p 
ist, durch seinen kleinsten Rest (mod. p) ersetzt, auf die andere 
Form: 

und darin werden die Coefficienten nothwendig ganze und ganz- 
zahlige Functionen von den in F enthaltenen Coefficienten sein, 
sodass sie z. B. rationale oder ganze Zahlen sein werden , jenacb- 
dem es die Coefficienten in F sind. Zieht man von der letzten 
Gleichung die Gleichung (1) ab, nachdem man sie mit h^ multi- 
plicirt und x^=^r gesetzt hat, so erhält man endlich die Function 
unter folgender Form: 

Diese soll als ihre Normalform bezeichnet werden, weil f{r) 
in dieselbe nur auf eine ganz bestimmte Weise gebracht werden 
kann, sobald die Coefficienten in F rationale Zahlen, oder allge- 
meiner rationale und ganzzahlige Functionen irgend einer Wurzel 
(v der Gleichung x^^^ = 1 sind, die beiden einzigen Fälle, welche 
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uns in der Folge interessiren werden. Fände man sie dann näm- 
lich auch noch gleich 

(5«) B^r + B^r^ + • • - + Bj^i . r^S 

so müssten die beiden Ausdrucke (5) und (ö"*) auch unter einander 
gleich sein, woraus durch Division mit r die Gleichung 

^, - ^^ + (^2 — ^2) r + . . . + [A^i — B^i) rP-^ = 

vom Grade p — 2 sich ergäbe; wegen der Irreductibilität der 
Gleichung (1) in dem weiteren Sinne der Nr. 7 voriger Vorlesung 
mussten also die einzelnen Coefficienten dieser Gleichung, welche, 
je nach jenen beiden Fällen, rationale Zahlen oder rationale Func- 
tionen von a sein werden» verschwinden, und dann würden die 
beiden Ausdrücke für die Function f(r) vollständig identisch 
sein. 

In der Normalform (5) kann man statt der Exponenten 
1, 2, 3, ... p — 1 wieder die, ihnen (mod. p) congruenten 
Potenzen von g setzen, und, wenn man sodann nach den stei^ 
genden Potenzen von g ordnet, erhält man statt des Ausdruckes 

(5) den folgenden: 

(6) f(r) = fl^r + «1 r^ + «2^' + . . . + «p_2 . rff^~\ 

in welchem der Zusammenhang der CoefQcientcn a mit den A 
leicht anzugeben ist. Ist nämlich h^g^, so ist A: = Ind. h; da 

nun der Potenz r^ = r^* einerseits der Coefficient Aßt, anderer- 
seits der Coefficient a/c entspricht, so hat man allgemein 

A/t = «A = «ind. A. 

Als Resultat dieser ganzen Untersuchung sprechen wir den 
Satz aus: Jede ganze Function von den Wurzeln der 
Kreistheilungsgleichung kann als ganze Function 
einer Wurzel jener Gleichung auf die Normalform (6) 
gebracht werden, in welcher die Coefficienten ganze 
und ganzzahlige Functionen von den Coefficienten 
der gegebenen Function sind. 

4. Eine besondere Gattung solcher ganzer Functionen spielt 
nun bei der Gaussischen Auflösung der Gleichung (1) eine grosse 
Rolle. Denken wir uns die Zahl p — 1 irgendwie in zwei Fac- 
toren zerlegt, p — 1 = e , f, und vertheilen die Grössen (4) in 
folgende e Gruppen von f Gliedern: 



— 47 — 

r, r9\ t9^\ . . . ry^"^^' 

^^-^ /^^-\ r^^-' f^f'-\ 

wo die, jeder einzelnen Gruppe angehörigen Wurzeln wieder die 
Eigenschaft haben , dass jede derselben dieselbe rationale Function 
der vorhergehenden, wie die erste von der letzten, nämlich die 

gf*^^*^ f^otenz derselben ist, so sollen die Summen: 

ly^^ = r + r^' + r^" + . . . + r^^^'^^ 



ni 



= ry + r^^+' + r^^+^ + • • • + r^^-^^^+^ 



als besonders wichtig mit einem besonderen Namen bezeichnet 
und (/"-gliedrige) Pei:ioden genannt werden. 

Diese haben zunächst die Eigenschaft, unverändert 
zu bleiben, wenn man in ihnen die Wurzel r durch 
irgend eine andere Wurzel der Periode i^q ersetzt, 
dagegen sich cyclisch zu vertauschen, wenn r durch 
eine Wurzel ersetzt wird, welche einer der andern 

Perioden angehört. Wird nämlich r durch r^ ersetzt, so 
geht für jedes k 

über in: 

d. i. Ulk bleibt bei der Substitution von r^^ statt r, allgemeiner 

also von ry^^ statt r ungeändert. Hiernach kann man die Indices 
der Perioden ly auch über e — 1 wachsen lassen, indem dann 
jedesmal i^^f = ^ä ist, sobald k'=ik (mod. e). 

Wird nun allgemeiner r durch r^ ersetzt, so gehen die 
Perioden %, m» Vi* • • • ne-i über in rih , i?>i+i , . . . i/a+^-i 
oder in ri^, i^ä+i, . . . ly^-i, %* i?i. ... i?>i-i d. h. sijß werden 
nur um h Stellen, wie man sich ausdrückt, cyclisch verschoben. 

Die Vertheilung aller Wurzeln der Gleichung (1) in 
Perioden ist von der Wahl der primitiven Wurzel g 
unabhängig. Denn, sei y eine von g verschiedene primitive 



Wuttrf (mod. p) und y = g^ (mod. p), tto ist nach dem Schloss- 
satze der 4, Vorlesung A zu p — 1 , also zu jedem der Pactoreii e, 
/' relative i'riiiizalil. Bezeicliiiel man die neuen Perioden mit 

*0' *|. *2' ■ ■ • *r-Il SO ist 

E„ = r + rA + ru"- + ... + r^^-"'\ 
Da aber die Zablen 0, h, 2h. ... (f — 1)A den Zaiilen 0. 1. 
2, . . . /■ — 1, wenn aucli in anderer Ordnung, (mod. f] con- 
gruenl sind, so sind 0, he, 2he, . . . [f — \)he, von der 
Iteilienl'olge abgesehen, den Zahlen 0, e} 2e, . . . {f — 1) e 
mod. [p — 1) congruent, und rolglicb (,, ^ i}„. Ebenso Ündel 
Dian: 

fl=»)*. ^2= ^- ■ ■ ■ E5-l='J(''-i)*- J 

Nun sind wieder die Zablen 0, h. 2h. ... {e — 1) h den ZahJ 
ien 0, I, i, ... e — 1 in gewisser Iteibenfolgc (mod. e) cq^H 
grucut, also stimmen die Perioden e„, e, , ... fg^i mit 4^| 
Perioden «;„, t;, , ... i/r-i, von der Ordnung abgesehen, übere^f 
d. li., wenn man die primitive Wurzel g durch eine audere^l 
ersetzt, bleiben gleichwohl die Wurzelu. welche einer Periq^H 
angehörten, in einer der neuen Perioden beisammen. ^| 

Die e Perioden sind numerisch von einander t^^| 
schieden. Wäre nümlich in, ^ in, während h, k zwei verscb^H 
dene Zahlen aus der Fteihe 0, 1, 2, ... e — 1 bedeuten, ^H 
ergäbe sich die Gleichung: ^B 

^/_[_^j*+= _j_ ... _|_ rff*+"'~"'=r''*+r!^"^+ ... +ri'* "''"'"**'« 
welche nicht identisch ist, weil verschiedenen Perioden auch veifl 
schiedene Einheitswurzeln angehören. Indem man statt der ^^| 
poiienten ihre kleinsten Iteste (mod. p) aubstiiuirt und durclt^| 
dividirt, was möglich isl, da keine der Potenzen gleich Eins l|^| 
erhält man eine nicht idcnliscbe Gleichung von einem Grade, ^^| 
höchstens p — 2 beträgt, welche mit der irreduclibeln Gleichilj^| 
(1) vom Grade p — 1 eine Wurzel r gemeinsam hat, was nii^H 
sein kann. ^| 

5. Jede ganze Function von den Wurzeln dj^H 
Gleichung (1). welche bei der Substitution von r^ ^| 
Stelle von r ungeändert bleibt, lässt sich als linea^H 
Function der Perioden i;^. tj,, . . . »),._j darstellen, ^H 
welcher die Coefricieuten ganze und ganzzablige Fun^H 
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tionen von den gegebenen Coefflcientcn sind, wenn 
diese entweder rationale Zahlen oder rationale Func- 
tionen von a sind. 

Denken wir uns nämlich die gegebene Function in der Nor- 
malform (6): 

f{r) = a^r -j- a^r^ -f" a^rS^ + • • • + ^p-2 • r^^'^^- 
Da nach der Voraussetzung f[r) = f[rs^) , also auch 

sein soll, so ist 

m = j [nr] + /-(rO + . . . + f[rO^-'^')l 

Bildet man nun die Summe in der Klammer, so geht aus dem 
allgemeinen Gliede a^ . r^* der Function f[r) der Ausdruck 

-j . rih hervor, also wird: 

fi^) = J («0% + «1 ^1 + • • • + öp-2 . Vp-2) 

oder, indem man die gleichen Perioden zusammenfasst, 

f(r) = m^riQ + m^rj^ + . . . + me-i . rje-v 

Hierin sind niQ, m^, ... nie—i ganze Functionen der gegebenen 
CoefOcienten , von denen nach der Herleitung klar ist, dass sie 
rationale Coefficienten haben 'müssen. Diese müssen aber sogar 
ganzzahlig sein^ denn die Coefficienten in der Normalform, mit 
welcher nach Nr. 3 der vorige Ausdruck identisch sein muss, 
sind ebenfalls ganze Zahlen. 

6. Aus diesem Satze' ergeben sich unmittelbar einige wich- 
tige Folgerungen. 

1) Zunächst ist jedes Product aus zwei oder meh- 
reren, gleichen oder verschiedenen der Perioden i/q, 
Tj^y ... ty^-1, allgemeiner jede ganze Function der 
Perioden als eine lineare Function derselben dar- 
stellbar, mit Coefficienten, welche ganze oder ratio- 
nale Zahlen sind, entsprechend den Coefficienten der 
ganzen Function. Denn alle diese Functionen fallen oiTenbar 
unter den vorigen Satz, da die Perioden selbst durch die Sub- 
stitution von r^ für r unverändert bleiben. 

Das Product auszwei Perioden, rth . rik, bringtman 

Bachmann, Lehre d. Kreisth. 4 
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leiclit auf die angegebene Form, wenn man, wie folgt, 
verfährt: Da 

^, = r^ + r^+' + ...+r^^-"' 
r„ = ro''-\- r/+" + . . . + ro"-^'»' 
ist, so kann man schreiben: ri^ . rik 

+ 

In dieser Summe geben die Glieder der ersten Verticalreihe : 

ist also ^^ + 9^ "*^ht durch /> theilbar, so erhält man eine der 
/-gliedrigen Perioden , w^enn dagegen g^ + g^ durch p theilbar 
ist, wird der Werth dieser Verticalreihe gleich /*, wofür man in- 
dessen auch — f{riQ + ^j + • • • + ^^-i) substituiren kann , da 
die Summe ^o + ^i + • • • + ^^-i gleich der Summe aller Wur- 
zeln der Gleichung (1) d. i. gleich — 1 ist. Führt man diese 
Reduction an allen Verticalreihen aus, so erhält man den Aus- 
druck des Products rih . rik als lineare Function aller /"-gliedrigen 
Perioden. (S. weiter unten Vorlesung 15, Nr. 1.) 

2) Jede ganze Function von den Wurzeln der 

Gleichung (1) mit ganzzahligen Coefficienten, welche 

sich bei der Substitution von r^ an Stelle von r nicht 

ändert, hat einen ganzzahligen Werth. In der That, setzl 
man im Satze der vorigen Nr. e = 1 also f = p — 1, so existirt 

nur die einzige Periode 

deren Werth gleich — 1 ist; durch diese kann aber jene Func- 
tion linear ausgedrückt werden mit ganzzahligen CoefGcienten, 
wird also einer ganzen Zahl gleich. 

3) Jede ganze symmetrische Function der e /*-glie-. 
drigen Perioden i?q, ri^, ... ric—i ist einer ganzen Zahl 
gleich, wenn ihre Coefficienten ganzzahlig sind. Dies 
folgt aus der letzten Bemerkung; denn da bei der Substitution 
von r^ anstatt r die Perioden sich nur cyclisch unter einander 
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vertauschen, bleibt die symmetrische Function derselben dabei 
ungeändert. 

7. Mit Hilfe der vorigen Sätze können wir nun 
beweisen, dass die Perioden tiq, rj^, . . , rie-i von /'Glie- 
dern die Wurzeln einer irreductibeln Gleichung vom 
Grade e sind, welche ganzzahlige Coefficienten hat. 
Diese Gleichung hat mit der Kreistheilungsgleichung 
die Eigen'schaft gemein, dass alle ihre Wurzeln aus 
einer beliebigen unter ihnen durch Wiederholung ein- 
und derselben rationalen Operation gebildet werden 
können. 

Die in Frage stehende Gleichung ist die folgende: 

(7) F{x) = (a: — %) {x — rj^) , . , (x — rie-i) = 0. 

Ihre Coefßcienten sind ganze, ganzzahlige und symmetrische Func- 
tionen der e Perioden, also nach der letzten Bemerkung in voriger 
Nr. ganze Zahlen. Nehmen wir nun an, F{x) sei reductibel und 
F'(x) ein rationaler Factor von F{x), so musste wenigstens eine 
der Perioden, z. B. i?a diesem Factor als Wurzel zukommen, 
also F'{rift) = sein. Dies ist aber eine rationale Gleichung, 
welche mit der Gleichung (1) die Wurzel r gemein hat; nach der 

Irreductibilität der letztern kann man also r mit r^, r^% . . . r9^~^ 
vertauschen und findet so: 

F'(7ii^i) = 0, ... F'{ri^-i) = 0, 

d. h. die Gleichung F'{x) = 0, deren Grad geringer als e sein 
muss, i;nusste die e verschiedenen Wurzeln %, i?i, ... Tje—i haben, 
was nicht sein kann. Hiernach ist der erste Theil unsers Satzes 
bewiesen. 

Um auch den andern Theil als richtig nachzuweisen, be- 
merken wir, dass nach Nr. 6, 1) jede Potenz einer beliebigen 
Periode rji^ sich als lineare Function aller Perioden mit ganzzah- 
ligen CoefOcienten darstellen lässt. Es können also folgende 
Gleichungen aufgestellt werden: ^ 

Vh = 1^0 Vo + ^l'"^! + • • • + (^'e-1 .^Ve-1 



zu denen man noch die Gleichung 

4* 
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— ^=Vo + ni + ''' + Vc-i 

liinziifugen mag, welche sich aus der Bemerkung ergiebt, dass 
die Summe aller Perioden gleich der Summe aller Wurzeln, diese 
letztere aber gleich — 1 ist. Nun kann man aus den e linearen 
Gleichungen eine beliebige Periode rik bestimmen und Oudet nach 
dem gewöhnlichen Eliminationsverfahren eine Gleichung von der 
Form: 

in welcher die CoefOcienten ganze Zahlen sind, die nicht sämmt- 
lieh verschwinden, und woraus sich rik durch Division mit J) er- 
giebt. Denn D kann nicht Null sein, sonst bestünde die nicht 
identische Gleichung (e — l)'^« Grades: 

während i?a eine Wurzel der irreductibeln Gleichung ^^^" Grades 
F^^x) = ist. 

niernach ist auch tj^ = &(%), wo ^{%) eine gewisse ganze 
Function von tIq bedeutet. Diese Gleichung kann aber als eine 
rationale Gleichung gedeutet werden, welcher die Wurzel r ge- 
nügt, und muss bestehen bleiben, wenn man r durch r^, r^', ... 
ersetzt; so findet man 

womit Alles bewiesen ist, was unser Satz enthält. 

Durch Auflösung der Gleichung (7) werden die e /'-gliedrigen 
Perioden bekannt. Jedoch fragt es sich, wenn cc eine bestimmte 
Wurzel der Gleichung (7) ist, welche der e Perioden sie aus- 
drucke. Nun ist aber r eine beliebige Wurzel der Kreistheilungs- 
gleichung; wäre also bei einer bestimmten Wahl des r rif^^= a, 
so braucht man nur die Bedeutung von r zu verändern, nämlich 
eine beliebige derjenigen Wurzeln darunter zu verstehen, aus 
welchen rih besteht, dann ändert sich auch die Bedeutung der 
Zeichen i?o»^i' • • • Ve-i* indem, was zuvor i]/t war, nunmehr 
rjQ wird; man kann also bei passender Wahl, von r immer setzen 
rJQ = a, wobei die Wurzel r noch insoweit unbestimmt bleibt, 
als sie eine beliebige der Wurzeln sein kann, aus denen i^q be- 
steht, und welche nach Nr. 4 völlig bestimmt sind. 

Hat man in dieser Weise die Periode rj^ bestimmt, so er- 
giebt sich der Werth der übrigen ohne weitere Auflösung anderer 
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als linearer Gleichungen, indem jede andere Periode nach den 
ohigen Auseinandersetzungen rational durch i/q ausgedruckt wer- 
den kann. 

8. Die f Wurzeln, aus denen eine Periode y\h be- 
steht, leisten einer Gleichung /'^^'* Grades Oh[x)=^(^ 
Genüge, welche lineare und ganzzahlige Functionen 
der e Perioden ^q, ^j, . . . 17^-1 zu Coefficienten hat und 
in dem Sinne irreductibel ist, dass Oh[x) nicht in Fac- 
toren von gleicher ßeschaffenheit zerlegt werden 
kann. 

Die Coefßcienten sind nämlich symmetrische Functionen der 
Wurzeln 

(8) ro\ r9'-^\ r9'+^\ ... r^*+(/--^)^ . 

also unveränderlich, wenn diese in irgend einer Weise unter 
einander verlauscht werden. Nun ist aber die Substitution von 

r^^ statt r einer cyclischen Vertauschung derselben äquivalent, 
also bleiben die Coefficienten bei dieser Substitution unverändert 
und sind nach Nr. 5 lineare und ganzzahlige Functionen der 
/"-gliedrigen Perioden. — Die gedachte Gleichung ist aber auch 
irreductibel. Wäre nämlich f[x, %,ri^f ... ty^-i) ein Factor von 
Oh{x) mit Coefficienten, die ebenfalls lineare und ganzzahlige 
Functionen der Perioden ^0» ^i» • • • ^^-t sind, so müsste er 
wenigstens für eine der Wurzeln (8) verschwinden; man erhielte 
also, indem man den Perioden ihre Ausdrucke substituirt, eine 
Gleichung in r mit rationalen Coefficienten, welche für sämmtlichc 
Wurzeln der Kreistheilungsgleichung, z. B. für die übrigen in r^h 
enthaltenen bestehen bleiben müsste. Da die Perioden ungeändert 
bleiben, wenn man eine dieser Wurzeln für die andere setzt, so 
mussten der Gleichung 

/"(«» ^0» ^1» • • • "^^-0 = ^ 

von geringerem Grade als f mindestens die f \\\ ri/i enthaltenen 
Wurzeln genügen, was nicht möglich ist. 

Denken wir uns die e Gleichungen aufgestellt: 

(9) 0q{x) = 0, a>, (X) = 0, ... Oe-i{x) = 0, 

so wird ihre Auflösung die vollständige Auflösung der Kreisthei- 
lungsgleichung ergeben. Es genügt sogar, eine einzige derselben 
aufzulösen, da man, wenn eine Wurzel der Kreistheilungsgleichung 
bekannt ist, durch ihre Potenzen alle übrigen findet. Um die 



- 54 — 

Gleicliungen (9) aber bilden zu können, ist nolhwendig und hin- 
reichend, dass man zuvor die Gleicliung (7) aufgelöst, nämlich die 
c /*-gliedrigen Perioden besünunt habe. Hiernach erhält man fol- 
genden Satz: 

Die Auflösung der Kreisthcilun^sgleichung vom 
Grade p — \ z= e . f kommt darauf zurück, die Glei- 
chung (7) vom Grade e und eine der Gleichungen (9) 
vom Grade /" aufzulösen. 

Dies lässt sich auch so aussprechen: Nach Auflösung der 
Gleichung (7) wird die Function .Ureductibel und zer- 
fällt in e Factoren vom Grade /*, welche bis auf Wei- 
teres wieder irreductibel sind. 

9. Man kann nun in ähnlicher Weise fortfahren. Zerlegt^ 
mau f in die beiden Factoren e\ f\ so kann man ee Perioden 
von f' Gliedern bilden: 

^ ^ z=: r^ -Y r9 ^ -Y r*J + • • • + r^ 

?y ^ = r^ -f- r^ -\- r'J -|- . . . -j- r^ ' ^ 

Von diesen setzen je e Perioden eine der /'-gliedrigen zusammen, 
z. B. ist 

^0 = VO + Ve + V2e + . . . + v\e'^l)e . 

und es gelten von ihnen dieselben Sätze, die wir von den /*-glie- 
drigen Perioden bewiesen haben, mit den entsprechenden Modi- 
llcationen. Besonders erwähnt sei nur der Satz, dass jede der 
/'-gliedrigen Perioden eine ganze rationale Function von irgend 
einer der übrigen ist. 

Betrachten wir aber diejenigen e Perioden, welche 
eine der /'-gliedrigen zusammensetzen, z. B. die Pe- 
rioden 

(10) Tj'q, rie, 71 2g, . . . vV-1)/» 

SO genügen dieselben einer irreductibeln Gleichung 
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vom Grade e\ deren Coefficienten lineare Functionen 
der /-gliedrigen Perioden sind. Denn in der Gleichung 

<Z>'o W = (a: — i^'o) (^ — '^e) (^ — ^2^) . . . (o: — i^V-'-»)^) = ^ 
sind die Coefficienten als symmetrische Functionen der Perioden 

(10) durch die Suhstilulion von r^ statt r sicher unveränderlich, 
da durch dieselben die e Perioden sich offenbar nur cyclisch ver- 
tauschen. Nach Nr. 5 folgt also, dass sie durch die /'-gliedrigen 
Perioden ausdruckbar sind. Dass die Gleichung ^\[x) = aber 
auch irreductibel ist» folgt aus der Irreductibiiität der Gleichung 
0^^[x) = 0. Wäre nämlich (p (oo , % , ri^ , ... rj^^i) ein Factor von 
^\(x) mit Coefficienten , welche lineare Functionen der /'-gliedri- 
gen Perioden sind , so müsste er etwa für x = y\he verschwin- 
den, also 

'ffinhey VO' Vif • • • Ve-l) = 

sein. Diese Gleichung, aufgefasst als eine solche, welcher die 
eine Wurzel r der irreductibeln Gleichung 0q(x) == genügt, 

müsste befriedigt bleiben, wenn man r durch die Wurzeln r^^ , 
ro^^ y . . . r^^^"^^^ derselben ersetzt, wodurch zwar die Perioden 
7/q, ^j, . . . yie-i unverändert bleiben, t\he aber in ^(A+i)^» ••• V(a-i)^ 
successive übergeht. Die Gleichung hätte also mehr Wurzeln, als 
ihr Grad betragen kann. 

Hiernach lassen sich, sobald durch Auflösung der Gleichung 
(7) die /"-gliedrigen Perioden gefunden sind, e Gleichungen vom 
Grade e aufstellen: 

(11) ^\[x) = 0, Q>\[x) = 0, <^\{x) = 0,'. . . 0'e-i{x) = 0, 

deren jede je e Perioden von f' Gliedern zu Wurzeln hat, und 
welche zur Bestimmung der /^-gliedrigen Perioden mittelst der 
/-gliedrigen dienen. Man hat nur nöthig, eine dieser Gleichungen 
aufzulösen, denn aus einer beliebigen der /''-gliedrigen Perioden 
ergeben sich die übrigen als rationale Functionen. 

Wenn aber durch Auflösung einer der Gleichungen 
(11) vom Grade e die /"-gliedrigen Perioden als be- 
kannt anzusehen sind, so wird jeder der e Factoren 
^ten Grades, in welche X bereits zerlegt war, von 
Neuem reduclibel, und ^Tzerfällt nach der vorigen Nr. 
in ee Factoren vom Grade /*', welche wieder zunächst 
irreductibel sind. 
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10. Durch Fortsetzung desselben Verfabrens muss man end- 
licb dabin gelangen, dass X in Factoren ersten Grades zerfallt, 
und so die Wurzeln der Gleichung X=0 unmittelbar bekannt 
werden. Hierin besteht die Gaussische Aufiösungs- 
methode, welche in folgender Regel ihren Ausdruck 
findet: Man zerlege p — 1 in Factoren: p — l = a.6.c...rf, 

■ 

und vertbeile alle Wurzeln der Gleichung ^ = in « Perioden 

7] von Gliedern. Diese leisten nach Nr. 7 einer Gleichung 

Genüge, welche ganzzahlige Coefßcienten hat. Durch Auflösung 
derselben werden die Perioden t] bekannt, und zerfällt X in 

a Factoren vom Grade , deren Coefficienten durch die i? 

ebenfalls bekannt sind. Nun vertbeile man die Wurzeln jeder der 

Perioden w in 6 kleinere Perioden ri von ^ . Gliedern. Die- 

' ab 

jenigen, welche eine der Perioden ri zusammensetzen, genügen 
einer Gleichung vom Grade 6, deren Coefficienten linear durch 
die Perioden ri ausdruckbar sind (nach Nr. 9). Nach Auflösung 
derselben werden alle ab Perioden t; bekannt, und X zerfällt in 

ab Factoren vom Grade --^- mit bekannten Coefficienten. Man 

ab 

vertbeile nun wieder die Wurzeln jeder der Perioden vi in c 

kleinere Perioden V' ^^n --r — Gliedern; diejenigen, welche eine 

der Perioden yf zusammensetzen, sind (wieder nach Nr. 9) Wur- 
zeln einer Gleichung vom Grade c, deren Coefficienten linear 
durch die Perioden r{ ausdrückbar sind. Nach deren Auflösung 
werden alle abc Perioden 77" bekannt, und X zerfallt in abc 

Factoren vom Grade ^— mit bekannten Coefficienten u. s. w. 

abc 

Endlich kommt man auf Perioden von je einem Gliede d. h. auf 
einzelne Wurzeln der Gleichung X=^0, von welchen je d eine 
nächst vorhergehende Periode zusammensetzen und durch eine 
Gleichung vom Grade d bestimmt werden, deren Coefficienten 
durch die nächst vorhergehenden Perioden ausdruckbar sind, und 
deren Auflösung die Wurzeln der Kreistheilungsgleichung selbst 
ergiebt. 

Die Auflösung der Kreistheilungsgleichung kommt 
nach dieser Regel darauf zurück, je eine Gleichung 
vom Grade a, b, c, , . , d aufzulösen. 
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11. Wie man p — 1 in Facloren zerlege, ist zwar willkür- 
lich; will man jedoch, dass die Hilfsgleichungen möglichst nie- 
drigen Grad erhalten , so muss man p — 1 in seine einzelnen, 
gleichen oder ungleichen, Primfactoren zerlegen. Geschieht es 
dabei, dass alle Primfactoren gleich Zwei sind, d. h. ist p von 
der Form 2* -j- 1, so werden alle Hilfsgleichungen vom 2^*^" Grade 
und ihre Wurzeln durch Quadratwurzeln ausdrückbar. Da man 
nun jeden Ausdruck, welcher ausser Quadratwurzeln keine Irra- 
tionalitäten enthält,' bekanntlich mit Hilfe von Cirkel und Lineal 
geometrisch construiren kann, so gilt dasselbe von den Wurzeln 
der Kreistheilungsgleichung und es ergiebt sich der Salz: 

Ist p eine Primzahl von der Form 2* -j- 1, so kann 
der Kreis in p gleiche Theile getheilt oder ein regel- 
mässiges Vieleck von p Seiten in den Kreis einge- 
schrieben werden allein mit Hilfe von Cirkel und 
Lineal. 

Die in der ersten Vorlesung betrachteten Fälle des regel- 
mässigen Dreiecks und Fünfecks gehören in die eben bezeichnete 
Kategorie. 

Man wird gut (hun, als letzten Factor der Zerlegung die 
Zwei zu nehmen, welche in der geraden Zahl p — 1 stets ent- 
halten ist. Dann enthält nämlich jede der Perioden eine gerade 
Anzahl Glieder und besteht aus einer Summe der letzten zwei- 
gliedrigen Perioden: 

d. i. weil g ^ = — 1 (mod. p) gefunden wurde (Nr. 10 der 4. 
Vorlesung) : 

p— 3 p—s 

r -|- r-i, r^ -|- r^s , ry" + r-^% . . . r^ ^ + r-^" ^ . 

Diese sind sämmtlich reell; denn, ist r = cos 1- i sin — , 

P ' P 

so ist 

r9 = cos — h i sm — 

• p ' p 



h 2A:/* .TP . . 2A;/ 

"-^ == cos —^ f sm — ^- 

V V 



n 
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also 

ri' -X-r^J = 2 . cos — - - • 

Man gewinul also den Vortheil, dass die Wurzeln aller Uilfs- 
gleichungen reell sind, bis man durch Auflösung der letzten 
quadratischen Gleichung von den zweigliedrigen Perioden zu den 
imaginären Wurzeln der Kreislheilungsgleichung selber herabsteigt. 

Erinnern wir uns hier, dass nach Nr. 7 und 9 die Ililfs- 
gleichungen sämmtlich irreductibel sind und die Eigenschaft haben, 
dass jede ihrer Wurzeln eine rationale Function jeder der übrigen 
ist. Es Hesse sich sogar zeigen, dass die Eigenschaft der Gleichung 
(7), nach welcher alle Wurzeln durch Wiederholung derselben 
rationalen Operation aus einer unter ihnen gebildet werden kön- 
nen^ auch den übrigen Ililfsgleichungen zukommt; Diese Eigen- 
schaft aber, verbunden mit der [rreductibilität, sichert, wie Abel 
in der bereits in der vorigen Vorlesung citirten Abhandlung ge- 
zeigt hat, indem er die Gaussischen Betrachtungen verallge- 
meinerte, den Gleichungen die algebraische Auflösbarkeit. Die 
Kreistheilungsgleichung .r==0 ist demnach auch al- 
gebraisch auflösbar, wie auch daraus hervorgeht, dass ihr 
nach Nr. 1 und nach der vorigen Vorlesung dieselben beiden 
characteristischen Eigenschaften zukommen. Um diesen Schluss 
zu ziehen, ist es indessen nicht nothwendig, die genannte Eigen- 
schaft auch für die Ililfsgleichungen nachzuweisen. Nach der- 
selben Abhandlung von Abel genügt es für ihre algebraische 
Auflösbarkeit, dass sie irreductibel und ihre Wurzeln rational 
durch eine unter ihnen ausdrückbar sind , vorausgesetzt, dass ihr 
Grad eine Primzahl ist, was man stets dadurch erreichen kann, 
dass man p — 1 in seine Primfactoren zerlegt denkt. 

Wir werden bald die algebraische Auflösbarkeit all' der eben 
genannten Gleichungen durchi^ eine directe Methode nachweisen. 
In der nächsten Vorlesung sollen jedoch zuvor einige Beispiele 
für die eben dargestellte Auflösungsmelhode wirklich berechnet 
werden. 



\ 



\ 
\ 

'( 
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Siebente Vorlesung. 
Beispiele. 

1. Um die allgemeine Gaussische Methode zur Auflösung 
der Kreistheilungsgleichung an einigen Beispielen zu erläutern, 
wählen wir zunächst für p die Primzahl 5. 

In diesem Falle ist p — 1 = 2.2, man wird also nur suc- 
cessive zwei quadratische Gleichungen aufzulösen haben. Vor 
Allem kommt es darauf an, eine primitive Wurzel g (mod. 5) zu 
finden; man überzeugt sich aber sofort, dass g = 2 eine solche 
ist. Da dann den Potenzen 



2 ^3 



oder den Indices 



die Zahlen 



i> g> 9'> 9 



0, 1, 2, 3 



1, 2, 4, 



entsprechen, so vertheilen sich die vier Wurzeln r, r-, r^, r* 
der Gleichung 

(1) i-z4 = ^* + ^^ + ^^ + ^ + i = o 

in die beiden Perioden 

i^^j = r -j- rS i^j = r^ -f- r^, 

welche Wurzeln der quadratischen Gleichung 

ar2 _ (fj^ -f- n^)x + i^o^i = ^ 
sind. Nun findet man aber 

tJq -^ rj^ = r -\- r^ -\- r^ -\- r^ 

d. i. gleich der Summe aller Wurzeln der Gleichung (1), also 
gleich — 1, 

r|Qr|^ = (r -|- ^^) {r^ -\- r^) == r^ -{- r*^ -\- r -\- r^ = — 1 , 
die quadratische Gleichung nimmt daher die Form an: 

x^ -\- X — 1 = 
nd hat die Wurzeln 

-l+Kö — 1 — Kö 



1 
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von denen man nach Belieben die eine gleich i^q» die andere i 
gleich 1?, , z. B. ! 

_ - 1 + r 5 _ -i~r5 

setzen kann (s. die Bemerkung in Nr. 7 der vorigen Vorlesung), 
indem man die beliebige Wurzel r passend gewählt denkt, näm- 
lich als eine der Wurzeln derjenigen Periode, welche eben den 

Werlh ~^ + ^ hat. 

Bestimmen wir nun die Gleichung, welcher die beiden in i^q 
enthaltenen Wurzeln r und r' Genüge leisten. Diese ist 

x^ — (r + r^)x -j- r . r^ = 
oder 

x^ — 7\^X -j- 1 = 0, 
und ihre Auflösung giebt die Wurzeln r und r^. Man darf setzen 



=f+/¥--»' 



ein Ausdruck, der durch Substitution des Werthes von r\^ die 
Gestalt annimmt: 

— 1 + ^5 + 1 /lO + 2 Kö 
^ = 4 

Von den beiden Werthen t?Q, y\^ ist offenbar der erstere po- 
siliv, der zweite negativ. Da nun, wenn r = cos -= — I- 1 sin —=- 

ö o 

gesetzt wird, rjQ und rj^ in 2 cos —r- und 2 cos —r- resp. über- 
gehen, wird man k=l oder k == 4: wählen müssen, um der! 
getroffenen Wahl von tjq zu genügen. Man darf also 

r = cos -g- + f sm — und i/q = 2 cos -v- * 

setzen. 

Die Aufgabe, den Kreis in fünf gleiche Theile zu theilen, 
gestattet nach Nr. 11 der vorigen Vorlesung eine Lösung mittel: 
Cirkel und Lineal. Man kann z. B. folgendermassen verfahren 
In dem zu theilenden Kreise (Fig. 1) werde der Radius als Ein^ 
heit genommen, zwei auf einander senkrechte Durchmesser A 
CD und in A, D die Tangenten gezogen, welche sich in 5 schnei u. 

\ 
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den; man halbire AS in E und verbinde i^ mit dem Mittelpunkte 
des Kreises, so ist 

OE = j/ÖA'^ + AE'^ = i /ö. 

Schlägt man nun mit OE um E einen Kreis, der AS in F trifft, 
so ist 

2« 



^i?» == ^ ^5 — i = I/o = 2 cos 



folglich 



Fig. 1. 



^6^ = cos 



27C 



wenn man durch die 
Parallele OG zu ^i?' die 
Strecke AF in G hal- 
birt. Die Parallele fi^iTJ 
zu AB schneidet' dem- 
nach den Kreis in zwei 
Punkten H, /, von 
denen jeder ein Eck- 
punkt des Fünfecks ist, 
welches man erhält, in- £ 
dem man CH oder CJ 
zu wiederholten Malen 
in die Kreisperipherie 



einträgt. 



s 



2. Als zweites Bei- 
spiel wählen wir den 
Fall p = 13. In diesem ist p — 1 = 3 




A — 



2.2, die Auflösung 



der Gleichung 






= 



kommt also nach Gauss' allgemeiner Methode darauf zurück, suc- 
cessive eine cubische und zwei quadratische Gleichungen aufzu- 
lösen. Bei der Wahl der Zahl 6 als primitive Wurzel (mod. 13) 
findet man die Indices 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 

und die Zahlen 

1, 6, 10, 8, 9, 2, 12, 7, 3, ö, 4. 11 
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einander entsprecLend. Sind nun zunächst tiq, ri^, % ^'^ ^'*^^ 
Perioden von ^ ^ = 4 Gliedern, so erhält man 

ty^ == r -j- r^ -j- r'^ -{- r^, ly^ = a*® -j- r^ -j- r^ -j- r\ 

^2 = r'^ _|« ^2 »j« ;»3 _j_ ^11 

* 
als Wurzeln der cubischen Gleichung: 

^' — (^0+^1+^2) ^^ + (^0^1 +^1^2+%%) ^ -- %^i% = 0. 

Zunächst ist nun v\ieder der erste CoefOcient 

« 

^0 + ^1 + ^2 = — 1- 
Die beiden andern Coefficienten der Gleichung aber ergeben steh 
leicht, wenn man die in Nr. 6, 1 der vorigen Vorlesung ange- 
gebene Methode zur Multiplication zweier Perioden benutzt. Hier- 
nach findet man nämlich die Gleichungen: 

^o^j =2i?o + ^1+^2 
^1^2 = ^0 + 2^1 + V2 

und daraus 

^0^1 + ^1% + ^2^0 = ^ (^0 + ^1 + ^2) = — 4, 

^0^1 ^2 = -^0^0 + 2^0 ^1 + %% = — 1. 
Die cubische Gleichung erhält daher die Gestalt: 

a;^ + a:2 — 4ir+ 1 =0. 

Nachdem man dieselbe aufgelöst hat, was bekanntlich stets 
möglich ist» sind rj^, t]^, 1/2 als bekannt anzusehen, und nunmehr 
in die sechs kleineren Perioden, rf von nur zwei Gliedern zu zer- 
legen. So zerfällt ly^, in die beiden Perioden 

welche die Gleichung 

^^ — iVo + V\) ^ + V0V2 = Ö . 
befriedigen. Da in dieser 

Vo + Vz = Vo ""<! VoVz = Vi 
gefunden ^ird, nimmt sie die Form an: 

und lässt nun durch Auflösung die Perioden rf^^ ri\ finden. Nach- 
dem dies geschehen, bilde man endlich die quadratische Gleichung 



— 63 — 

x^ — (^ -f- ^^^) ir -j- r . r'^ = 
mit den Wurzeln r, r^^ aus denen die Periode Vo besteht, und 
welche so geschrieben werden kann: 

x^ — ^^x -^ 1=0, 

und durch die bekannte Auflösungsregel der quadratischen Gleich- 
ungen zur Kenntniss der gesuchten Grösse r führt. 

3. Wir wollen endlich p=n annehmen, also die 
Aufgabe stellen, in den Kreis ein regelmässiges Sieben- 
zehneck einzutragen. 

Die Aufgabe kommt darauf zurück, die Gleichung 

X — 1 

aufzulösen. Nach der Gaussischen Methode müssen vor Allem die 
Perioden gebildet werden, und dazu ist die Wahl einer primitiven 
Wurzel g für den Modulus 17 notlmendig. Eine solche ist aber 
g = B und zwar entsprechen den Potenzen 

1, g, g\ g\ g\ g\ g\ g\ g\ g\ g'^ g'\ g'\ g'\ g'\ g'' 

oder den Indices 

0, .1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 
hier die Zahlen 

1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 

als kleinste positive Reste jener Potenzen von g = 3 (mod. 17). 

Man zerlege nun p — 1 = 16 in die vier Facloren 2.2.2.2. 
Bildet man dann zuerst zwei Perioden rj^, rji von acht Gliedern, 
so findet man 

^^j = r + r« + ri3 + r^^ -f- r^« -f- r» + H + r\ 
rj^=r^-\- r^o _|_ >5 _|_ ^u _|_ ^u -f r^ + r^2 _|_ ,,6^ 

Diese sind die Wurzeln der quadratischeit Gleichung 

Es ergiebt sich sofort % + i/^ als Summe aller Wurzeln der 
Gleichung 

a;i6 + ar^5 + 0:^4 ^ . . . + a:2 + a: + 1 = 

gleich — 1. Für das Product der beiden Perioden aber findet 
man nach der in Nr. 6, 1) der vorigen Vorlesung angegebenen 
Multiplicationsmethode leicht den Werth 

^0^1 =^(Vo + Vi) = — 4. 
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Die Perioden f|^^, ty, sind also die Wurzeln der Gleichung 

a:* + a: — 4 = 0, 
d. i. gleich 

2 2 

Man darf einen beliehigen dieser Werllie mit rj^, den andern mit 
ri^ bezeichnen, also z. B. 

setzen, indem man die Wurzel r passend gewählt denkt. 

Nun zerlege man jede der achtgliedrigen Perioden in zwei 
kleinere von vier Gliedern: 

Vo = '^ + r^^ + r^^ + r\ ri\ = r^ + r^ + r" + r^\ 
ri\ = r» + r^^ + r» + r\ ri\ = r*» + r^^ + r^ H- r\ 

Die Perioden i^'q, i/'j, welche die Periode iy,, zusammensetzen, 
ebenso die Perioden ri\^ 1/3, aus denen ri^ besteht, leisten je 
einer Gleichung zweiten Grades Genüge, deren Coefficienten zwar 
nicht mehr rationale Zahlen, aber doch rational durch die Perio- 
den %^ rji ausdruckbar sind, nämlich den beiden Gleichungen 

^^ — (^'0 + V2) ^ + Vo V2 = 0, oc^ — (i?'i + ^'3) X + ri\ ri'^ = 0, 
denen man leicht folgende Gestalt giebt: 

a:^ — tIqX — 1=0, x'^ — rj^x — 1=0. 
Die Wurzeln der erstem sind: 

die der zweiten: 

und man darf setzen 

(3) ^.= 1' + /?"+^ '/V=^-/? + ^. 

Um jedoch zu entscheiden, wie die Perioden rj\, tf^ den Wurzeln 
der zweiten Gleichung zugeordnet werden müssen, bedienen wir 
uns eines von Gauss angegebenen Hilfsmittels. Bildet man näai- 
lich nach der bereits mehrfach erwähnten Methode das Product 
[ri^Q — rf^ (Vi — V3)» so findet man die Gleichung 

(Vo — ^2) (Vx — V3) = 2 ('/?(, — lyj 
der: 
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+ /¥+!• (V, - Va) = + yi'r, 
da hiernach rj\ — i/'g positiv sein muss , so ist zu setzen : 

(4) ^'. = 1 + /¥+"!. Vs = ^i--/^~l- 

Nun müssen die viergliedrigen Perioden weiter In die zwei- 
gliedrigen zerlegt werden, deren Ausdrücke sind: 

rf'^=r^^-\-r*, rf\==r^-\-r^^, ?^''g=r'5-f-r^ ^"^ = r^ * -f- r^. 

Diejenigen je zwei Perioden V , welche eine Periode rf zusammen- 
setzen, sind immer Wurzeln einer quadratischen Gleichung, deren 
Coelßcienten rational durch die Perioden t/' ausgedrückt werden 
können. Alle diese Gleichungen lassen sich leicht hilden, und 
mit Hilfe des erwähnten Gauss ischen Princips können auch ihre 
Wurzeln ohne jede Zweideutigkeit angegeben werden. Es genügt 
jedoch zu unserm Zwecke, eine einzige dieser Gleichungen zu 
betrachten, z. B. diejenige, deren Wurzeln rf^, ri\ sind, und 
für welche man findet 

x^ — (r{\ + ri\) X + i{\ . ri\ = 
oder 

(5) x'^ — Vo^ + n\ = 0. 
Hieraus kann ii\ bestimmt und gesetzt werden: 



(C) n\ = ^ + /¥ 



Endlich gelangt man zur Kenntniss der Wurzel r selbst, indem 
man eine quadratische Gleichung auflöst, welche die, die Periode 
r{\ bildenden Grössen r, r^^ zu Wurzeln hat, nämlich die Gleich- 
ung 

a:'i — {r + r^«) x + r , r^^ = 
oder 

x^ — ti'q X -\- 1 =0, 
aus welcher 

sich ergiebt. — 

4. Die Primzahl p = 17 gehört wieder zu denjenigen , für 
welche die Theilung des Kreises allein durch Cirkel und Lineal 
ausführbar ist. Da die entwickelten Ausdrücke für die Wurzeln 
der Gleichung 

Bacbmakn, Lehre d. Kreisth. 5 
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x" — I 

--^ =0 

X 1 

ziemlich complicirt ausfallen, darf man freilicli nicht erwarten, 
üass ihre Conslruclion eine sehr einfache sei. Von den bekannten 
Constructionen des Sieheiizehnecks soll hier mit leichten Modifi- 
cationen diejenige rej>roducirt werden, welche sich in Serret*s 
Handbuch der Algebra, deutsch von Werthheim, 2. Bd., pag. 442, 
findet, da sie den Gang der soeben ausgeführten Rechnungen am 
Deullichsten hervortreten lässt. Auf eine andere von Staudt her- 
rfdirende Construction im 24. Bd. des Crelle'schen J., pag. 251. 
wo auch eine solche für das Fünfeck angegeben wird, werden 
wir nachher zurückkommen. 

Im Voraus mag bemerkt werden, dass nach den Formeln (2) 
die Periode rj^ positiv, rj^ aber negativ ist. Die Perioden i^'q, rj\, 

Vo ^3gegen, von welchen die letzte gleich 2 . cos -j=- ist, wenn 

r = cos — ^ — |- f sin -— gesetzt wird, erhalten positive Werlhe. 

Man ziehe nun (Fig. 2) in dem zu theilenden Kreise mit 
dem Radius 1 zwei auf einander senkrechte Durchmesser AB, 
CD und in A, D die Tangenten, die sich in S schneiden, und 
mache AE = ^ AS, Dann ist aus dem rechtwinkhgen Dreiecke 
EAO: ' 

OE = }/aO' + AE^ = \ j/il. 

Beschreibt man sodann mit OE um E als Mittelpunkt einen 
Kreis, welcher AS in F und F' schneidet, so ist 

AF= EF -- EA = —P^ = ^, 

AF' = EF' + EA=^^^^ = — '^. 
ferner aus den rechtwinkligen Dreiecken FAO und F'AO: 

•OF = yÄÖ'^~+liF'^ = j/'^ + 1, 

OF' = YaÖ'^'^F^' = j/"^^ + 1. 

indem man daher um F als Mittelpunkt mit FO, und um 
F' als Mittelpunkt mit F'O zwei Kreise schlägt, welche AS m 
H und H' IrefTen und die Strecke AH durch die zu BB ge- 
zogene Parallele OJ in / halbirt, findet man 
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AH=FH+FA=^ FO+'FA = ^° + j/^o' + i _ ^'^^ 
^^' = F.ff' ~ F'A = F'0 — rA = \+ j/'f + 1 = ri\. 



AJ = 



Vo 



Nunmehr schlage man üher H'S einen Halbkreis und ver- 

Mg. 2. 
]ff 




längere AB über A hinaus bis zum Durchschnitte IC mit dem- 
selben; dann ist 

AK'^ = AH\ AS = ri\, 

Wenn man aber um K als Mittelpunkt mit dem Radius AJ 
einen Kreis schlägt, und von dem Schnittpunkte L desselben mit 



ö* 
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cler Geraden AS mit üemselhen Radius den Kreis MKN zieht, 

so ist auch 

AK^= AM . AN, 
also 

'i^ährend 



AM , AN = ri\, 



AM -\- AN==2 . AJ=ri\^ 

ist. niernach sind AM und AN die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (5) und AM als die grössere derselhen nadi Formel 
(G) gleich rf^Q. Wenn also endlich P die Strecke AM haibirt, so 

hl AP= COS— --, und man braucht nur PQ mit AB parallel 

zu ziehen bis zum Durchschnitte mit dem gegebenen Kreise, um 
einen Eckpunkt Q des Siebzehnecks zu fmden, welches man sel- 
ber erhält, indem man DQ 17 Mal in die Kreisperipherie ein- 
trägt. 

Den nächsten Fall, in welchem die Theiluhg des Kreises 
mittels Girkel und Lineal möglich ist, würde die Primzahl p = 257 
darbieten. [Jeher die Auflösung der entsprechenden Gleichung 
^257 __. i müssen wir hier auf Richelot*s umfangreiche Arbeit 
in Crelle's J., Bd. 9, verweisen. Wenn übrigens die Gauss'- 
sche Methode die noth wendige Form der Primzahlen liefert, für 
welche die Kreistheilung durch Ctrkel und Lineal ausführbar ist, 
indem sie hehrt, dass p = 2"* -j- 1 sein müsse, so wird doch 
keineswegs jede Zahl dieser Form einen solchen Fall darbieten, 
da 2"' -j- 1 nicht für jeden Werlh von m eine Primzahl ist. 
Zunächst ist dazu erforderlich, dass m eine Potenz von 2 ist, 
denn, wäre es durch eine ungerade Zahl theilbar, etwa m=in'(2w-f-l). 
so würde nach der Formel 

2'"(2«+i) ^ 1 durch 2'"'-j- 1 theilbar, also eine zusammengesetzte 
Zahl sein. Aber dass auch nicht alle Zahlen von der Form 

22^* If- 1 Primzahlen sind, lehrt die Annahme w = 6, denn die 
derselben entsprechende Zahl 

22^ + 1 =4294967297 

enthält den Factor 641. Nach dieser Bemerkung bleibt es auch 
zweifelhaft, ob es unendlich viel Primzahlen giebt, für welche 
Girkel und Lineal ausreichen, um die Theilung des Kreises zu 
bewerkstelligen. — 
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Anhang. 

Als Anhang zu dieser Vorlesung will ich noch folgende, die 
V. Stand t*sche Construclion des regulären Siebenzehnecks be- 
treffende Mittheilung des Herrn Professor Schröter, welche er 
mir freundlichst zur Benutzung überlassen hat, hier beifügen, 
indem ich bis auf einige redactionelle Aenderungen ganz seiner 
Darstellung mich anschliesse. 

1. Nach Nr. 3 der 7. Vorlesung kommt es allein darauf an, 
zuerst die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(1) a:2 + o: — 4 = 0, 
nämlich die beiden Perioden 

« 

(2) r Vo= J ' Vi= 2 ' 

sodann die Wurzeln jeder der •beiden quadratischen Gleichungen 

(3) x^ — rj^x — 1 = 0, x^ — 1/, a: — 1 = 0, 
d. h. die Perioden 

(4) f =1' + /¥+!• '»'2 = ^-/?+"^ 
einerseits, und die Perioden 

(5) V,=|^+/^+l, ^3 = 1^-/^ + 1 
andererseits, endlich die Periode 

(6) v'«=^+;/?"-7;, 

welche gleich 2 (Jos -^ ist und die quadratische Gleichung 

(7) a;2 — fj\x + 7/'i = 

befriedigt, zu construiren. Es handelt sich also um die 
geometrische Construction der Wurzeln quadratischer 
Gleichungen, und diese kann stets vermittelst der 
Durchschnittspunkte einer geraden Linie mit einem 
Kreise in folgender Weise ausgeführt werden: 

Nehmen wir zwei parallele Tangenten eines Kreises mit dem 
Radius 1 (s. d. Tafel Fig. 1), welche in den Endpunkten eines Durch- 
messers Ci> berühren, und möge eine beliebige Transversale den 
Kreis in den Punkten E, E^, die beiden parallelen Tangenten in 
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den Punkten c und d trefTen; ziehen wir die Linien CE, CE^, 
welche Dd in e und e^ treffen, ebenso DE, DE^, welche Cc in 
e und e^ begegnen, so bestehen zwischen den auf den beiden 
parallelen Tangenten abgeschnittenen Stucken einfache Beziehun- 
gen, welche wir ermitteln wollen. 

Da die Polare von c durch C und den vierten harmonischen 
Punkt zu c, E, E^ gehen muss, so wird sie die Tangente J)ä in 
einem solchen Punkte m treffen , weicher zu e, e, und *dem un- 
endlich entfernten Punkte harmonisch liegt, d. h. m wird die 
Mitte von ee^ sein, und wir haben also 

^ (De + De^) = Dm. 

Weil aber die Polare von c senkrecht steht auf citf, so sind die 
Dreiecke cCM und CDm ähnlich, also 



Cc : CM = DC: Dm, d. h. Dm = ^, 



also 



(8) J)e+De^=^y 

m 

In gleicher Weise erhalten wir andererseits 

/^' + ^'i = ^ä 

Es sind aber die Dreiecke sCD und CDe ähnlich, da Ce auf 
DE oder De senkrecht steht, also ist 

Ce: CD = DC: De, d. h. Ce = ^, 

De 

und ebenso 
also folgt 

De ' Det Dd 

und hieraus, nach der Beziehung (8): 

4/>rf 



(9) De . De^ = 



Cc 



Fassen wir nun De und De^ als Wurzeln der quadratischen 



Gleichung 



(10) a:2 — po: + ^ = 0, 

so werden deren Goefßcienten p, q ah Summe und Product der 
Wurzeln durch die Gleichungen (8) und (9) bekannt, nämlich 
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/in 4 iDd 

sein. 

Umgekehrt, wenn die Gleichung (10) gegeben ist, 
so construirt man ihre Wurzeln, indem man aus den 
Gleichungen (11) auf den parallelen Tangenten in C 
und D zwei Punkte c und d bestimmt, deren Verbin- 
dungslinie den Kreis in solchen zwei Punkten E, E^ 
trifft, welche, mit C verbunden, auf der Tangente in 
D die gesuchten Wurzeln als die Abschnitte De und 
De^ liefern. 

Was die Realität der Wurzeln anbetrifft, so ist die 
Bedingung dafür auch geometrisch leicht zu fixiren. 
Offenbar werden die beiden Schnittpunkte E, E^ reell sein, wenn 
das abgeschnittene Stück Dd kleiner ist als dasjenige Stück Dd, 
welches die zweite, aus c an den Kreis gelegte Tangente ^vS Dd 

abschneidet; und da Dd = ^r- ist, so folgt als Bedingung für 

reelle Schnittpunkte: 

Cc . Dd < 1. 

Liegen also c und d nach entgegengesetzten Richtungen hin 
auf den beiden parallelen Tangenten, so werden die Wurzeln 
immer reell sein, weil «las Product Cc . Dd negativ wird; liegen 
sie nach gleichen Richtungen hin, so werden die Wurzeln nur 
dann reell sein, wenn das Rechteck aus den beiden Abschnitten 
Cc, Dd kleiner als das Quadrat des Kreisradius ist. — 

2. Auf Grund dieser allgemeinen Betrachtungen lassen sich 
nun die Wurzeln der quadratischen Gleichungen (1), (3) und (7) 
successive construiren (s. Fig. 2). 

Für die erste dieser Gleichungen hat man 

^0 + ^1 = — 1' ^0^1 — — 4; 
vergleichen wir diese Relationen mit den Gleichungen (8) und (9), 
so haben wir Cc = — 4, Dd=-{-i^ zu setzen. Wir tragen 
also auf die Tangente in C nach einer Seite hin das Stück Cc 
gleich dem doppellen Durchmesser des Kreises, auf der Tangente 
in D nach der entgegengesetzten Seite hin das gleiche Stück Dd 
ab, ziehen cd, welche Linie den Kreis in E und E^ treffe, und 
ziehen CE, CE^, welchß Dd in e und e^ treffen; dann sind De 
und De^ die Wurzeln unserer ersten quadratischen Gleichung, 
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und zwar wird, wenn wir Cc als die negative, Dd als die posi- 
tive Richtung aufTassen, De die positive, De^ die negative Wurzel, 
also 

sein. 

Die zweite aufzulösende quadratische Gleichung ist in den 
Formeln enthalten: 

n\ + V2 = '»?o' n\ • V2 = — 1' 

und dies zu vergleichen mit den Relationen (8) und (9) oder, 
indem wir, um Verwechselung zu vermeiden, c und (f an Stelle 
von c und d setzen und zugleich f und f^ anstatt der früheren 
ßuchstaben e und e^, mit den folgenden Gleichungen: 

J>f+ J>f2 = ^' = ^^' ^Z"- ^A = ^- = - 1- 
Hieraus ist zunächst c' leicht zu flnden, da ^^ 1 = J)e, also 

Cc = -- ist. Wir haben nur nöthig, DE zu ziehen, welches 
De ® 

die Tangente in C in dem gesuchten Punkte c treffen muss. 

Um den zweiten Punkt d' zu flnden, bemerken wir, dass, 

wenn cd den Durchmesser CD in p Irifll, 

Cc : Da =Cp : Dp 
sein muss, also 

/>p 1 r ' 

wodurch der Punkt p bestimmt wird; wir tragen auf die Tan- 
geute in D nach der positiven Seite den Radius des Kreises gleich 
DJ auf, ziehen Je, welches in p den Durchmesser CD trifft, 
dann wird c p den Kreis in zwei Punkten F und F.^ treffen, C F 
und CF^ aber die Tangente in D in den Punkten f und f^, so- 
dass Df und i>/*2 die gesuchten Wurzeln sind ; und da Df posi- 
tiv, Df2 negativ zu schätzen ist, findet sich 

In ganz gleicher Weise ermitteln wir die Wurzeln der zwei- 
ten Gleichung (3) aus den Relationen 

Vi + ^'3 = ^1 ' Vi • V3 = — 1» 
indem wir nur an Stelle des Punktes E den Punkt E^ wählen; 
wir ziehen also DE^, welches die Taugente in C im Punkte c" 
treO'e, und ziehen c' p\ durch die Schnittpunkte dieser Geraden 
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mit dem Kreise, welche F^ und ^3 heissen mögen, ziehen wir 
CFy und CF^, welche die Tangente in D in den Punkten /", und 
/*3 treffen. Dann ist, da (nach Vorlesung 7) t?', positiv, ri\ nega- 
tiv ist, 

^/"i = Vi . i>h = n\' 

Jetzt bleiben nur noch die Wurzeln der quadratischen Gleich- 
ung (7) zu construiren, d. i. einer derjenigen vier Gleichungen, 
denen die zweigliedrigen Perioden genügen. Man hat aber 

fr \ t* f r\ j* " " ' T\ j* 

V + V i = Vo = ^f> '»?o-'»?4 = '»?i = ^A- 
Vergleichen wir dies mit den allgemeinen Formeln , in welchen 
wir an Stelle von c und d die ßuchstaben c'" und d"\ und an 
Stelle von e und e^ die Buchslaben ä, und h^ selzen wollen, so 
haben wir 



.»" 



Hieraus ergiebt sich sogleich die Conslruction .des Punktes c", 

da Cc"' == jTf >st; wir brauchen nur DF zu ziehen, welches die 

Tangente in C in dem gesuchten Punkte c" treffen wird. Um 
d'" zu flnden, bemerken wir, dass, wenn c"V' den Durchmesser 

Cc" 
C D in Qi trifft, das Verhältniss jr-p, ersetzt werden kann durch 

TT^, und gleich ist -ptf; tragen wir daher auf der Tangente in 

C nach der positiven Seite hin den doppelten Kreisdurchmesser 
Ck auf lind ziehen kf^ , so muss dies den Durchmesser CD in 
^, treffen, und die Verbindungslinie c g^ wird den Kreis in sol- 
chen zwei Punkten Jf, und H^ schneiden, dass ihre Verbindungs- 
linien mit C, nämlich CH^ und CH^, die Tangente in D in den 
Punkten h^ und h^ treffen, und 

DÄj =ty = 2 cos-^, 2>Ä4 = t? 4 = 2 cos-j^ 

werden, wenn k, U passend zu wählende ganze Zahlen bezeich- 
nen. Die Linien CH^ und CH^ treffen somit den zu den beiden 
Tangenten in C und D parallelen Kreisdurclimesser AB m zwei 
Punkt,en k^ und ^4, deren Abslände, vom Kreismittelpunkte 
halb so gross sind, als Bh^ und D^^, es ist also geradezu 

Ok^ = cos - ^-, 0^:4 = cos -y^— • 

Die Perpendikel in ky und k^, auf dem Durchmesser^^ stehend, 
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werden daher den Kreis in Eckpunkten des gesuchten regulären 
Siehenzehnecks Irelfen, dessen erste Ecke Ä ist. 

Die drei ähnlichen (jnadratischen Gleichungen lassen sich nun 
in ganz gleicher Weise hehandeln, wenn wir nur an Stelle von 
f und /*j successive /*, und f^, f^ und f^, f.^ und f treten lassen. 
Verfahren wir sonst genau wie zuvor, so erhalten wir auf dem, 
von C abgewendeten llalhkreise neben den Punkten J7j und H^ 
noch sechs andere, von denen aus man zu allen sechszehn , von 
A verschiedenen, Ecken des Siebenzehneckes gelangt. 

3. Es bleibt jetzt nur noch übrig, die einzelnen Construc- 
tionen zu einer möglichst compendiösen Vorschrift für die auszu- 
führende Zeichnung des regulären Siebenzehnecks zusammenzu- 
fassen; diese wurde folgender maJ^sen lauten*): 

In einem Kreise mit dem Radius 1 sind zwei zu 
einander senkrechte Durchmesser AB^ CD gezogen; 
in C und D werden Tangenten an den Kreis gelegt, 
auf der Tangente in C nach rechts das Stuck Cc, nach 
links das Stück Ck gleich dem doppelten Kreisdurch- 
messer abgetragen, auf der Tangente in D wird nach 
links das Stück DJ gleich dem Radius und ebenfalls 
nach links das Stück Dd gleich- dem doppelten Kreis- 
durchmesser abgetragen. Sodann zieht man cd^ wel- 
ches den Kreis in E und E^ trifft, sodass die Punkte 
d, E, E^, c auf einander folgen; man zieht DE^ DE^, 
welche die Tangente in C in £ und e^ treffen; ferner 
möge cJ den Durchmesser CD in p schneiden, dann 
werden die Verbindungslinien ep und e^p den Kreis 
in den Funkten F, F^ und i^, , F.^, in der Reihenfolge 
£, F, p, F.^ und £|, jPg, /?, jPj treffen; die vier Strahlen CF, 
CF^y CF^, CF.^ treffen die Tangente in D in den vier 
Punkten /*, /•,, f^, f^, die vier Strahlen DF, DF^, DF^, 
DF.^ die Tangente in C in den Punkten g>, g), , q>2, q>^, 
die vier Strahlen kf, kf^, kf^y kf^ den Durchmesser 
CD in den Punkten g, g^, g.^, g.^ Min ziehe die vier 
Verbindungslinien g?^,, q>ig2f <P29'S' VdO* welche dem 



*) Es erschien nicht nöthig, noch eine besondere Figur dieser Cop- 
btruction beizufügen, da nach den vorhergehenden Betrachtungen eg 
Jedem leicht sein wird, dieselbe selbst herzustellen. 



4 
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Kreise in den vier Punktj)aaren H^, H^\ H^, H^\ B^, H^\ 
H^, ff-j begegnen; die acht Strahlen CH^, i^H^, . . . CH^ 
treffen den Durchmesser AB in den acht Punkten A:, , 
A:2,...A:^» und endlich schneiden die, auf^^in diesen 
Punkten errichteten Perpendikel den Kreis in 16 
Punkten, welche mit dem, nach links liegenden End- 
punkte u^ des Durchmessers die Ecken des, dem Kreise 
einbeschriebenen Siebenzehnecks bilden. 

Diese Gonstruction weicht nur in einigen unwesentlichen 
Punkten von derjenigen ab, welche v. Stand t im 24. ßande des 
Crelle'schen Journals pag. 251 ohne Beweis mitgetheilt hat, und 
von der, wie es scheint, kein Beweis veröffentlicht ist, vielleicht 
deshalb, weil ein leicht erkennbarer Druckfehler (in der zweiten 
Zeile statt P zu setzen D) von der Ausfuhrung der Gonstruction 
abgeschreckt hat. Bei v. Staudt's Auflösung werden bei der zu 
Grunde liegenden quadratischen Gleichung die reciproken Werthe 
der Unbekannten eingeführt, was die Gleichungen 

J- 4- J- = -1 

/>c "• />«! Dd 

11 Cc 



De Dci ^Dd 

ergiebt, und bei Anwendung dieser Formeln mösste für die Gon- 
struction der ersten quadratischen Gleichung 2>^= — 1, Cc = 16 
gesetzt werden*, wie es bei v. Stau dt der Fall ist; in ähnlicher 
Weise modiücirt sich die Gonstruction der übrigen quadratischen 
Gleichungen. Die hier mitgetheilte Gonstruction durfte sich in 
practischer Beziehung mehr empfehlen, weil sie ein kleiaeres 
Operationsfeld beansprucht. (Diese Mittheilung des Ilrn. Schröter 
wird nächstens auch im Grelle 'sehen Journale erscheinen.) 



Achte Vorlesung. 

Algebraische Auflösung der Hilfsglelclinngen. Die Resolvante 

nnd ihre Eigenschaften. 

1. In dieser Vorlesung soll gezeigt werden, dass die Hilfs- 
gleichungen, auf welche wir in der 6. Vorlesung die Gleichung 
^= reducirt haben, und welche zur Bestimmung der Perioden 
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von kleinerer Glieilerzalil miltelst der Perioden von grösserer 
Gliederzahl diehlen, ebenso wie die Gleichung X=0 selbst al- 
gebraisch audösbar sind. Verständigen wir uns hiezu vor Allem 
darüber, was unter algebraischer Auflösung j^ verstehen sei. 

Man nennl eine Gleichung algebraisch auflösbar, 
wenn ihre Wurzeln aus den bekannten Grössen gebil- 
det werden können, indem man ausser den rationalen 
Operationen allein dieOperation der Wurzelausziehung 
benutzt. Der Ausdruck ihrer Wurzeln wird also eine gewisse 

Anzahl von Radicalen enthalten von der Form W = yT, worin 
T eine rationale Function der bereits bekannten Grössen und 
daher selbst als bekannt anzusehen ist; W dagegen ist bestimmt 
als Wurzel einer reinen Gleichung, nämlich der Gleichung a:" = 7. 
Hieraus ist ersichtlich, dass die Wurzel einer algebraisch auflös- 
baren Gleichung bestimmt ist, wenn man eine gewisse Anzahl 
von reinen Gleichungen aufgelöst hat, oder dass jede algebraisch 
auflösbare Gleichung auf reine Gleichungen zurückgeführt werden 
kann. Umgekehrt, wenn es möglich ist, eine Gleichung auf reine 
Gleichungen zu reduciren , so w ird sie algebraisch auflösbar sein. 

Nun haben wir gefunden, dass diejenigen e l^erioden, welche 
eine der /*-gliedrigen zusammensetzen, einer Gleichung vom Grade 
(;' genügen, deren Coefficienten lineare Functionen der /'-gliedrigen 
Perioden sind. 

Letztere sollen als bereits gefunden vorausgesetzt und dann 
soll gezeigt werden, dass jene Gleichung e^^*^ Grades auf reine 
Gleichungen desselben Grades zurückgeführt werden kann. Dazu 
genügt die genauere Untersuchung eines Ausdruckes, auf dessen 
Wichtigkeit für die Auflösung der Gleichungen zuerst Lagrange 
aufmerksam gemacht hat*), der sogenannten Resolvante. 

Dieselbe hat hier zum Ausdrucke: 

worin a eine Wurzel der Gleichung x""' = 1 sein soll, und ent- 
hält olfenbar nur diejenigen e Perioden von /" Gliedern, welche 
die l*eriode % zusammensetzen, da z. B. die Potenzen 

r. r^''. r^"'', . . . r^<^-"''" 

*) Lagrange, in den Abhandlungen der Academie zu Berlin, von 
den Jahren 1770 und 1771, sowie in seinem traite de la räsolution des 
equations numeriques. 
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wegen der Gleichungen: 

denselben Coefficienten liahen. Wir wollen sie mit (a, ri\] be- 
zeichnen also setzen: 

(1) (a> Vo) = Vo + ^n'e + «^ . ri2e + . . . + a^'-^ . t?V-i)^. 
Ersetzt man bierin r durch ;'^ , so gehen die Perioden ri^, r(e, 

^2^, . . . n(e-i)c i» '»?V. Va+<^» V/*+2^, . . . Vä+c^'-i)^ über; der 
aus (1) hervorgehende Ausdruck kann also passend mit [ci, yi^) 
bezeichnet .werden, da er aus ri\ ebenso entsieht, wie (a, r{^ 
aus 1^'q. Für h = e findet man so leicht als fundamental« 
Eigenschaft der Resolvante die Beziehung: 

(2) (a, r(e) = a-^ . (a, ri\)* 

aus welcher sich allgemeiner für jeden Werlh von h: 

(3) (a, n'he) = a~* . (cf, ^'o) 
sowie die Gleichung: 

d. i. der Umstand ergiebt, dass (a, i^'q)^' bei der Substitution von 

r^ statt r sich nicht ändert. Nach Nr. 5 der 6. Vorlesung ist 
also die e*'' Potenz der Resolvante eine lineare Function der f- 
gliedrigen Perioden, deren Coefficienten ganze und ganzzahlige 
Functionen von a sind. Wenn man daher annimmt, die Gleichung 

(5) af' — 1 

sei bereits aufgelöst, sodass a zu den bekannten Grössen zu rech- 
nen ist, ebenso wie die /"-gliedrigen Perioden, so wird die e'^ 
Potenz der Resolvante ebenfalls als eine bekannte Grösse anzu- 
sehen sein, die wir mit T bezeichnen wollen; die Resolvante 
selbst dagegen bestimmt sich als eine Wurzel der 
Gleichung: 

(6) sf' = T. 

Nun scheint es fraglich, welche Wurzel dieser Gleichung 
man für (<v, ij'q) zu wählen hat, indessen überzeugt man sich 
leicht, dass man eine beliebige dafür annehmen darf, wenn unter 
of eine primitive Wurzel der Gleichung (5) verstanden wird. In 
der That sind einerseits die Grössen: 

sämmtliche Wurzeln der Gleichung (6), denn sie haben erstens 
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gleiche e*^ Potenzen und sind zweitens unter einander verschie- 
den, weil sie sich nach Gleichung (3) wie die, unter einander 
verschiedenen Potenzen 1, a"^, a~*, . . . «— (<?'— i) verhalten. 
Andererseits ist, sobald die /*-gIiedrigen Perioden bestimmt sind, 
r noch insoweit willkürlich, als es eine beliebige der Wurzeln 
derjenigen Periode bedeutet, welche mit if\^ bezeichnet wird. Ist 

aber eine derselben r, so sind die übrigen: r^*", r^*", . . . r^^"^^*' , 
und indem man r^^ ^ r9\ ... successive statt r wählt, geht 
(a, i^'q) successive in (a, i^'^}, (a, ^i^, ... über, sodass man in 
der That durch passende Wahl von r eine bestimmte Wurzel der 
Gleichung (6) einer beliebigen der Grössen (7) z. B. also (a, v\^ 
gleichmachen kann. 

2.- Hat man den Ausdruck (a^ rl^) bestimmt, wäh- 
rend a eine primitive Wurzel der Gleichung (5) be- 
deutet, so ergiebt sich der ähnliche Ausdruck (<y", Vo) 
für jeden Werlh von n, indem er rational durch jenen 
ausgedrückt werden kann. Denn ersetzt man einerseits in 
der Gleichung (2) a durch a" und erhebt andererseits diese 
Gleichung in die {e — /t)^^ Potenz, so findet man die Gleichungen: 

und durch deren Multiplication: 

(8) («^ rie) . (a, r{,Y— = (««, V«) • («, Vo)^'"" 

d. h. der Ausdruck («'*, ^^ . (a, Vo)*'"" ^^^ wieder die Eigenschaft, 
ungeändert zu bleiben, wenn man r durch r^ ersetzt, und ist 
folglich eine lineare Function der /"-gliedrigen Perioden mit Coef- 
ficienten, die ganze und ganzzahlige Functionen von a sind. Wird 
diese, als bekannt zu betrachtende Function durch Tn bezeichnet, 
so ergiebt sich: 

(9) («". V«) = ^ • («. ^'«)". 

Noch findet man, wenn man a durch die Einheit ersetzt, 
(1, Vo) gleich der Summe derjenigen Perioden, welche die Pe- 
riode t^Q zusammensetzen, d. i« die Formel 

(10) (1 , 1?'«) = %. 

Hiernach kann man folgendes System linearer 
Gleichungen aufstellen: 



(11) 
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Vo + V« + n'ic + . . . + n(e-^ i)e = (1 , n\) = % 

n'o + "v'e + tt'^n'ie + . . . + o'-* . t/'(/_i)<r==(ot, ri\)=yT 



deren Auflösung unmittelbar die Perioden ly'^, ri\, . . . 
^\e'—i)e durch bereits bekannte Grössen ausgedruckt 
liefert. Es ist nur nöthig, eine derselben, z. B. ^'q zu be- 
stimmen, da alle übrigen /"-gliedrigen Perioden, wie in Nr. 9 
der 6. Vorlesung erwähnt ist, rationale Functionen derselben sind*). 
Man flndet ri\ durch Addition aller Gleichungen (11), da für jeden 
der Wertbe h = 1, 2, 3, ... e — 1 die Gleichung 

1 + a* + a2Ä _j_ _ _|. ^ie'-i)h ^ Q 

bestellt (s. Vorlesung 3, Gleichung (8)), also die Perioden rj'ef 
V2e* ' • • V(e'-i)e aus der Summe verschwinden. So kommt denn: 

(12) V«=7((i. v'o) + («. v'o) + K V«) + • • • + K-S V«)) 

= f [%+ r^ + p • (^)^ + . • . + %-^ • rrr)'-] . 

wo nach Nr. 1 für yr irgend ein Werth dieser e^^'* Wurzel ge- 
nommen werden darf. Da es solcher Werthe genau e verschie- 
dene giebt, hat der Ausdruck (12) ebensoviele Werthe, welche 
die e Perioden Vo» V<f» V2e» • . • V(^'— i^ repräsentiren. Die 
Formel (12) lehrt, was gezeigt werden sollte, dass die 
Gleichung vom Grade e, welcher die Periode y^ ge- 
nügt, auf die reinen Gleichungen (5) und (6) desselben 
Grades zurückführbar ist. 

Jedoch bleibt hier ein Einwand zu beseitigen, welcher gegen 
die Allgemeingültigkeit der soeben gegebenen Methode zur Be- 
stimmung von .t/o gemacht werden könnte. Geschähe es nämlich, 
dass T, oder, was dasselbe ist, dass (a, 7]\) gleich Null würde. 



*) nämlich ohne weitere Auflösung einer Gleichung höheren als 
des ersten Grades nach der ebds, in Nr. 7 angegebenen Methode ge- 
funden werden können. 
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so mfissten die sämnUlichen Ausdrucke 7» nach Gleichung (8) 
ebenfalls verschwinden, und deshalb wurde die Formel (9) die Aus- 
drucke («", 7i\^ unter einer unbestimmten Form liefern. Es ist also 
zur Ergänzung des Voriiergehenden nothw endig, nachzuweisen, 
dass T niemals den Werth Null erhalten kann. . Dies ergiebt sich 
aber als eine einfache Folgerung aus dem in Nr. 7 der 5. Vor- 
lesung bewiesenen Kronecker 'sehen Sat7.e. Denn, bedeutet 

(13) Fe'[x) = 

die Gleichung für die primitiven Wurzeln der Gleichung (5), so 
kann die Gleichung (a, rf^ = als eine solche aufgefasst werdeui 
welche eine Wurzel r mit der Kreistheilungsgleichung gemeinsam 
und ganze und ganzzahlige Functionen einer Wurzel der Gleichung 
(13) zu Coeffidenten hat. Da hiernach die beiden Gleichungen: 

{a,rj\) = 0, rP-i + r;'-2^... + r+l=0, 

von denen die erste mittels der zweiten unter den (/> — 2Y'"* Grad 
erniedrigt angenommen werden kann, zugleich bestunden, mussten 
die beiden Functionen, welche ihre linken Seiten bilden, einen 
gemeinsamen Theiler haben, dessen Coefficientcn nothwendig 
rationale und ganzzahlige Functionen von a sein wurden. Einen 
solchen Factor lässt aber die zweite Function nach jenem Satze 
nicht zu, folglich muss T von Null verschieden sein. 

3. Da T im Allgemeinen ein complexer Werth, also von 
der Form 

R (cos (f -{- i sin (f) 

sein wird, worin R positiv genommen werden darf, so erhalten 
wir 

i(«» V^oY' = Ä(^os <p -f- i sin (f) 
(a. n\) = 1/R . (cos ^+^ + .• sin ^'-^y 

e'j— 

in welcher letzten Formel unter y R der positive Werth dieser 
Wurzel zu verstehen ist. Beachten wir nun, dass a"~^, r~^ resp. 
zu a, r die conjugirt imaginären Werthe sind, sowie dass durch 

die Substitution von r-^ d. i. r9 ^ statt r die I^erioden i^'q, 
rie, ... riKc-vse in t?' _i» ^' 1 » . . . -»?' 1 übergehen. 



• 
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SO wird auch (a"~^, Vp^i) zu (a, 9^'Jconjugirt imaginär sein, und 

die Gleichung (14) folgende Gleichung: 

/ «-^ Vp—iV = Ä (cos (p — i sin g)) 

und, wenn sie mit dieser multiplicirt wird, die nachstehende: 

(15) [(«, v'o) . («-S Vp_i)]'' = R' 

liefern. Unter Anwendung der Gleichungen (2) und (2a) aber 
ergiebt sich 

(a, fi'e) . (a-\ ri'^^ j = («, Vo) • ^«""S Vp^") 

also ist (a, i^'q) . |a""^ ^V— i j ^^^^^^ ®^" Ausdruck, der bei der 

Substitution von r^ statt r sich nicht ändert, dessen Werth also 
als eine bekaunte Grösse anzusehen ist, welche mit U bezeichnet 
werde. Hiernach liefert die Gleichung (15) die Beziehung: 

wo das Zeichen -f- andeuten soll, dass auf beiden Seiten der posi- 
tive Werth der Wurzel zu nehmen ist, und man findet aus (14): 

(16) («. V\) = + /P . (cos ^^ + .sin ^A^?) . 

während für h irgend eine der Zahlen 0, 1, 2 e — 1 gewählt 

werden darf. 

Da nun i/'q vermittelst der Formel (12) rational durch (a, rj^) 
und durch bekannte Grössen ausgedruckt worden ist, so ergiebt 
sich der Satz: 

Die Gleichung e'^^** Grades, deren Wurzel ti'q ist, 
wird aufgelöst, indem man die Gleichung ic<^' = 1 auf- 
löst, einen Winkel, der dann construirt werden kann, 
in e' gleiche Theile theilt und aus einer bekannten 
Grösse die Quadratwurzel zieht. 

4. Die vorigen Betrachtungen können auch dazu 
dienen, die Perioden irgend einer Gliederzahl direct 
zu finden, d. i. ohne erst vorher die Perioden von 
.grösserer Gliederzahl, welche aus ihnen zusammen- 
, gesetzt sind, bestimmt zu haben. In der That, setzen wir 
1, e, f resp. an Stelle von e, e\ f\ so wird die angegebene Me- 

' Bi.CHHAim, Lehre d. Kreiith. 6 

i 
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thode uns die e/*-gliedrigen Perioden diircli die Coerficienten der 
Kreisllieilungsgleicbung selbst ausgedrückt liefern. Alles kommt 
nach dieser Methode darauf an, die Resolvante: 

K ^o) = ^0 + «^i.+ «^% + + cc^'^Vc-u 

in welcher a eine - primitive Wurzel der Gleichung af = l be- 
deutet, zu bestimmen. Denn durch ihren Werth können die ähn- 
lichen Functionen (a^, i/J, {cc\ i^J, .... ((x^~\ %) nach Formel (9) 
rational mit Hilfe bekannter Grössen , zu denen die Wurzel a ge- 
rechnet wird, ausgedruckt werden, und wenn man (cc, ti^) und 
diese Functionen bestimmt hat^ so liefert die Formel (12) sofort 
für % den Werth: 

(17) ^0 = I ((!> ^o) + («^ ^o) + («^ ^o) + . . . . + («^-^ ^o))* 
in welchem 

(h Yol = '»?0 + ^1 + ^/2 + + Vc-l = — 1 

ist. Der Werth von (a, tiq) selbst aber ist als Wurzel einer reinen 
Gleichung e^'" Grades: 

(18) x'=T 

bestimmt, worin T durch bekannte Grössen, nämlich ausser durch 
ganze Zahlen allein durch die Wurzel a, rational ausdruckbar ist. 

Um nach dieser Methode die Kreistheilungsglei- 
chung selbst direct aufzulösen, muss e = 1, e=p — 1, 
f=l angenommen und die Besolvante 

(19) (ß), r) = r+ (orff + coV^'' -f- -f a>P-2 . r5''^^ 

in welcher oo eine primitive Wurzel der Gleichung 
xP~^ = 1 bedeutet, bestimmt werden. Sie ist aber Wurzel 
einer -reinen Gleichung vom Grade p — 1 von der Form : 

(20) xP-^ = T, 

wenn unter T eine durch ganze Zahlen und cd rational bekatnM 
Grösse verstanden wird. Ist ((a,r) durch Auflösung dieser Gleichung; 
gefunden, so ergeben sich die Functionen (co^r) für Ä=2,3,....p — 2 
als rationale Functionen von (w, r) nach Formel (9), und end-| 
lieh die Wurzel der Kreistheilungsgleichung nach For- 
mel (12) vermittelst folgender Gleichung: 

(21) r= -^- ((1, r) + (Ol, r) + («2, r) + . . . . (coP-^ r)). 



V. 
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Pur diesen Fall geht der letzte Satz der Nr. 3 in den fol- 
genden über: 

Um die Kreistheilungsgleichung aufzulösen, hat 
man nur nöthig, die Gleichung xP~^ = 1 aufzulösen, 
einen Winkel, welcher dann construirt werden kann, 
in p — 1 gleiche Theile zu (heilen, und aus einer be- 
kannten Grösse die Quadratwurzel zu ziehen. Diese 
Grösse ist p, wie nachher gezeigt werden soll. 

Wenn man h in dem Ausdrucke (ö'Sr) die Reihe f, 2/*, 3/*, 
. . . . (e — l)f durchlaufen lässt und bemerkt, dass a/ eine pri- 
mitive Wurzel der Gleichung x^ = 1 ist, welche an Stelle von 
a genommen werden kann, so nimmt der Ausdruck {(o\ r) successive 
die Werthe («, tjq), (a^ ri^)^ .... (a^~^, rj^) an. Man hat also offen- 
bar aHein den Werth von (co, r) zu bestimmen^ um alle Elemente 
zu erhalten, welche zur Auflösung der Kreistheilungsgleichung 
sowie der Periodengleichungen, d. i. derjenigen ganzzahligen 
Gleichungen, welche die Perioden direct finden lehren, ausser den 
bekannten Grössen nothwendig sind. 

Alleskommt daher darauf an, die Berechnung des 
Werthes von (w, r) zu ermöglichen, und zu diesem Zwecke 
für den hier vorliegenden Fall : n = 1 , e = p — 1 , f = 1 die 
Zusammensetzung der mit T und Tn bezeichneten Ausdrucke 
näher zu untersuchen. 

5. Hierzu führen die folgenden Betrachtungen. 
Mit Anwendung des Summenzeichens kann man schreiben : 

(22) (w^Sr) = S^©'*^ . r^. 

Wenn aber ft den kleinsten positiven Rest von g^ (mod. p) be- 
deutet, so ist X = ind. fi und die in r^ = rf* multiplicirte Po- 
tenz von (0 gleich a/* *^^ f* ; ferner erhält fi die ganzzahligen Werthe 
1, 2, 3, . . . . /> — 1, wenn X die Werthe 0, 1, 2, ... . p — 2 durch- 
läuft. Indem man also nach steigenden Potenzen von r ordnet, 
kann man auch schreiben: 

(22 a) (co*, r) = ^©Äind./* ^ y^; 

,1=1 

Für Ä = liefert diese Formel: 

(23) (1, r) = r + r2 + -f- r^-i = _ 1. 

6* 



- 84 - 

Wendet man die Gleichung (2 a) auf den vorliegenden Fall 
an, so wird die fundamentale Eigenschaft der Resol- 
vante (co, r) durch folgende Gleichung: 

(24) (cd^.r^) = GT-* . (w^, r) 

ausgedrückt, aus welcher sich, wenn ä = /*, also 0/= a eine 
Wurzel der Gleichung af = 1 und (g/, r) = (a, tiq) ist, durch 
Erhebung zur e''*'* Potenz die Gleichung: . 

oder : 

(25) (a, ViY = («» VoY' 

also, in Uebereinstimmung mit der im Vorigen entwickelten Theorie, 
schon (a, fj^Y als eine bei der Substitution von r^ statt r unver- 
änderliche und deshalb durch die bekannten Grössen ausdruckbare 
Function ergiebt; während, wenn A = 1 gesetzt wird, aus (24) erst 

(26) (0), r^f-'= (0), r)^\ 

d. i. erst die (p — l)'*" Potenz der Resolvante rational bekannt wird. 
Um aber diese Potenzen und damit die reinen Gleichungen, 
von welchen die Resolvanten abhängen, wirklich zu bestimmen, 
wollen wir das Product 

r 

(©*,- r) . {(o\ r) 

entwickeln^ indem wir unter h, k zwei solche ganze Zahlen ver- 
stehen, deren Summe durch p — 1 nicht Iheilbar ist. Nach For- 
mel (22 a) wird man dies Pröduct als eine Doppelsumme schrei- 
ben können, wie folgt: 

(w*, r) . (©*, r) = ^ ^ joÄind./*+Aind./*' ^ rt'+f^'. 

in derselben bilden diejenigen Glieder, welchen derselbe Werth 
von ft' zukommt, die einfache Summe: 

Da nun, wenn /ti alle ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . . . p — 1 durch- 
läuft, gleichzeitig das Product fi/x' diesen Zahlen, wenn auch in 
anderer Ordnung, (mod. p) congruent wird, da ferner einander 
(mod. p) congruente Zahlen im Exponenten von r für einander 
gesetzt werden dürfen, und die Indices solcher Zahlen einander 
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gleich sind, so kann man offenbar den Summationsbucbstaben (i 
diircb fi(i' ersetzen, wodurch, mit Benutzung der Relation (s. 
4. Vorlesung Nr. 10, 1)): 

ind. (ifi' ^ ind. (i + ind. fi mod (/> — 1) 

jene einfache Summe die Gestalt: 

fi=:l 

annimmt. Dann ergiebt sich zunächst: 

Beginnt man nun mit der Summation, welche sich auf ft' bezieht, 
so ist die einfache Summe: 

ZU bilden, wofür man aus Formel (22a), wenn man darin r^+f^ 
statt r und h -{- k statt h setzt, folgende Gleichung findet: 

Unter den Werthen, welche ft erhalten soll, ist nur einer, 
nämlich fA=p — 1, für welchen l+f* durch p theilbar ist; diesem 
entsprechend wird der Werth der einfachen Summe gleich 

d. i. (nach 3. Vorlesung, Gleichung (8)) gleich Null, da h-\-k nicht 
durch p — 1 theilbar ist. Für die übrigen Werlhe von f* ist, da 
sich durch wiederholte Anwendung der Gleichung (24): 

oder auch: 

(24a) . (w*, r«) = w-Äind.« , (o,Ä^ r) 

erffiiebt 

(ojÄ+Ä^ ri+^) = ö)-^Ä+^)ind.(i+/u), (0)^+*, r). 

Wird dieser Werth in die Gleichung (27) substituirt, so kommt: 

'a)(A+A-)ind.^' ^ ^(1+M)/*' = Q,-(A+Ar) ind. {!+/*) , (()0*+Ar^ r), 

WO der zweite Factor vom Summationsbucbstaben ^ völlig unab- 
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hängig ist, also bei der nun auszuführenden Summation nach fi 
als gemeinsamer Factor heraustritt, sodass man endlich findet: 

(28) [^_Ln ' l^_jj2 = '>^^ind.fi-{h+k)ijxd. (l + A*). 

Der Quotient auf der linken Seite ist also eine 
ganze und ganzzahlige Function der Wurzel a> oder, 
wie man zu sagen pflegt, eine aus der Wurzel od ge- 
bildete complexe ganze Zahl. 

Aus der Symmetrie des Quotienten in Bezug auf k und k 
folgt, dass die Summe auf der rechten Seite auch durch die 
andere : 

vz =:p — 2 

^^ß, A iüd. V - (/«4-A:) ind (1 -fy) 

ersetzt werden kann, wovon man sich auch leicht folgendermassen 
überzeugt. Man bestimme v als die positive Zahl, weiche kleiner 
als p ist und der Congruenz fiv^l (mod. />) genügt, so werden 
fi, V gleichzeitig, wenn xiuch in verschiedener Reihenfolge, die 
Reihe der ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . . ,p — 2 durchlaufen, denn 
für die Werthe von n aus dieser Reihe erhält v verschiedene 
Werthe der Reihe 1, 2, 3, .... /> — 1 mit Ausschluss des letzten, 
welcher dem Werthe |Lt=p — 1 entsprechen würde, und umge- 
kehrt. Da nun 

ind. jii ^ — ind. v mod: [p — 1) 
ind. (l + jii) + ind. v^ind. (i;+|iav) = ind. (v-f-l), 
also ind. (1 + 1^) ^ — ind. v -|- ind. (1 + v) 
ist, so ergiebt sich 

Äind.jü — (Ä+Ä)ind.(l+fi)^A:ind.v— (Ä+A:)ind.(l+v)mod.(p — 1) 
und folglich die Gleichheit der beiden Summen. 

- — 6. Die Formel (28) verliert ihre Gültigkeit, wenn A: «, — ä 
gesetzt wird, da dann die Summe h -\- k gleich Null, also durch 
p — 1 theilbar würde. Bildet man aber direct das Produet 
(o/, r) . (w— ^r), so findet man es als Doppelsumme: 

(w^, r) . (a)--*, r) = 'S^ K7Q,Ä(ind.A* -ind./*') , r^-H/*'. 



Wenn man nun ganz so verfährt, wie in dem allgemeinen 
Falle, indem man für jeden stehenden Werth von ^' an Stelle 
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von (i schreibt (i(a und darauf zuerst in Bezug auf fi summirt, 
so erhält man: « 

So oft 1 + ft von p verschieden ist, hat die Summe in der 
Klammer den Werth —1, nur für den einzigen Werth ii==p — 1 
ist sie gleich p — 1, folglich findet man: 

Nun ist ind. (p — 1) = — --, und aus 

O^-l — l=:f(0 "2" + 1 Vco "2- _ l\ = Q 

folgt (0 = — 1, da sonst w nicht eine primitive {p — ly^ Ein- 
heitswurzel sein würde. Ist ferner h durch p — 1 nicht theilbär, 
so. ist die Summe offenbar gleich 

1 -L a)Ä + G)2Ä J. J G,(P-2)Ä ^ ^ i = Q 

' ' ' ' 0)^ — 1 

weil, indem fi die Reihe 1, 2, 3, . . . . p— 1, ind. ft die Reihe 
0,1, 2, ..../? — 2 durchläuft. Man findet also, sobald ä 
durch p — 1 nicht theilbar«ist, die Gleichung: 

(29) (g/, r) . (g)-\ r) = (— 1)Ä .p. 

Später werden wir auf diese wichtige Formel mehrfach zu- 
rückzukommen Gelegenheit haben; hier wollen wir sie nur be- 
nutzen, um durch Verbindung mit der Formel (24 a) dem in Nr. 4 
gegebenen Versprechen zu genügen. Ersetzt man in (29) die 
Wurzel r durch r-^ multiplicirt die entstehende Gleichung [mit 
(29) und setzt h=l, so ergiebt sich: 

{cd, r) . («)"-^, r—^) , (a-\ r) . (w, r" ^) = p^. 

Hierin sind aber die beiden Factoren (», r) . (w"^, r—^) und 
((o-\ r) . (w, r-^) einander gleich, wie leicht aus (24 a) abzuleiten 
ist, und als Producte zweier offenbar conjugirt imaginärer Grössen 
auch positiv. Zieht man also aus beiden Seiten der vorhergehen- 
den Gleichung die Quadratwurzel aus,_sö ergiebt sich: 
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das Product («, r) . (co— i, r""^) tritt aber genau an die Stelle der 
Grösse U, wenn die in Nr. 2 auseinandergesetzte Methode auf den 
Fall ^ = 1, ^' = p — 1, /^ = 1, d. i. zur Auflösung der Kreis- 
theilungsgleichung selbst angewendet wird. 

7. Die Formeln (28) und (29) fuhren nun zu einer 
andern sehr wichtigen Formel, welche uns alle Ele- 
mente liefern wird, deren man zur Auflösung der 
Kreistheilungs- und Periodengleichungen bedarf. 

Nehmen wir k = nh^ so wird die Summe auf der rechten 
Seite der Gleichung (28) eine ganze und ganzzahlige Function 
von co^ oder, wie wir sagen wollen, eine aus üd^ gebildete com- 
plexe ganze Zahl, die mit tf;i,(co^) bezeichnet werden mag, sodass 
jene Gleichung die Form annimmt: 

(30) (a/, r) . ((o«^ r) = (©(H-DA, r) . t/;„ [(o% 

worin wir voraussetzen, dass keine der drei Zahlen h, nh, (n-|-l)A 
durch p — 1 theilbar ist. Bildet man diese Gleichung für 
n BS 1, 2, 3 .... m — 1, multiplicirt alle entstehenden Gleichun- 
gen in einander und hebt die gleichen Factoren aus beiden Seiten 
heraus, so ergiebt sich die erwähnte Formel: 

(31) (oo*, r)«» = (w"^, r) . ^^ (co*) . tfrj ((o*) .... '^„^i (w*). 

Setzt man nun^s=i, so darf man in der Gleichung (30) für 
n alle ganze Zahlen 1, 2, 3, .... p — 3 wählen , ohne dass eine 
der Zahlen ä, nh, [n-\-l)h durch p — 1 theilbar wurde; also 
geht aus der vorhergehenden Fundamentalgleichung 
die folgende hervorj 

(32) (w. r)^ = (©«•, r) . ^y^[(ü) i\)^[(a) if;m^i(a)), 

welche für allem, die kleiner als p~ 1 sind, den Werth 
des Ausdrucks (co"", r) rational durch (co, r) und bekannte 
Grössen ausgedrückt liefert. 

Um die reine Gleichung zu finden, durch welche (oo, r) selbst 
bestimmt wird, setze man m = p — 2, und verbinde die so aus 
(32) entstehende Gleichung: 

(w, r)P-2 = (o,p-2^ r) . i\)^ (w) . i(;2 (»)••• • ^-z (e>) 

durch Multiplication mit der Gleichung: 

(w, r) . (wPr^ r) = — p. 
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welche für h => 1 aus (29) sich ergiebt, so entsteht die ge- 
suchte Gleichung: 

(33) (w, r)P-^ = — P . '«/'i(m) %H • . . • '^p-zM, 
auf deren Auflösung alles Andere zurückkommt. 

Nun ist zwar in Nr. 4 bemerkt worden, dass {cc, tj^) und 
die ähnlichen Functionen durch (oo, r) und bekannte Grössen aus- 
gedrückt werden können, und zwar geschieht dies ebenfalls mit 
Hilfe der Formel (32), wenn statt m die Werthe f, 2f, .... {e—l)f 
genommen werden. Indessen mag gezeigt werden, wie 
die Gleichung (31) dazu benutzt werden kann, auch 
die reine Gleichung (18) zu bestimmen, aus deren Auf- 
lösung die Function {cc, fjQ) direct erhalten wird. Setzt 
man h=^ f und g/ = a, 50 wird (o/, r) = (a, tjq). Die Formel (30j 
darf in diesem Falle angewendet werden, so lange keine der 
Zahlen nf, (n-f-l)/* durch p — 1, folglich keine der Zahlen n, 
n-^1 durch e theilbar ist; indem man also n die Werthe 1, 2, 
3, .... ^ — 2 durchlaufen lässt und mit der aus (31) sich er- 
gebenden Gleichung: 

die folgende: 

(a, 170) • (cf^'^-^o) = (— ^V'P 

verbindet, welche unter denselben Voraussetzungen aus der Glei- 
chung (29) entspringt, findet man: 

(34) (a, ^0)' = {—W'P' "^1 W %M '»f^2(a). 

Endlich giebt die Formel (31) unter denselben 

Voraussetzungen für alle Werthe voniw, welche kleiner 
als e sind, die Gleichung: 

(35) («, tIq)^ = (a^ tIq) . if;, {cc) ijj^ia) if'm-i («), 

um direct durch {cc, tiq) die ähnlichen Functionen («^ %), 
{cfl, tIq), .... (a*~^ ^q) auszudrücken. 

Setzt man für die rechte Seite der Gleichung (33) zur Ab- 
kürzung wieder T, und zerlegt den Bruch -^^ nach Gauss' 
Disqu. arithm. art. 310 in Partialbrüche: 

7 ™* "T "1 — T "ir • • • • "t" w, 

worin q'*, q^^, .... die verschiedenen, in p — 1 enthaltenen 
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Primzahlpotenzen, n, m, m^ . . • . positive ganze Zahlen bedeuten, 
von denen m < q^, m^ < q^^i, .... ist, so kann man setzen : 

(36) (w, r) = r±". ^T-.^^/j^i..., 

und zwar darf bei jedem der hier auftretenden Wurzelzeichen 
nach Belieben einer der möglichen Werthe gewählt werden, da 

ihre Combination im Ganzen die p — 1 verschiedenen WerUie 

p-i/— 
von yT ergiebt, unter welchen ein beliebiger nach Ende von 

Nr. 1 für (cö, r) angenommen werden darf. 

Weil nun alle Elemente der Auflösung, soweit sie nicht be- 
reits zu den bekannten Grössen gerechnet werden, rational durch 
(w, r) ausdrückbar gefunden worden sind, so werden ausser den 
Wurzelzeichen der Grade g", q^^, . . . ., welche der Ausdruck (36) 
enthalt, nirgends andere auftreten, als die bereits bekannten 
Grössen in sich enthalten. Diese sind aber ausser den ganzen 
Zahlen nur gewisse Einheitswurzeln. Deshalb werdenüberall 
nur solche Wurzelzeichen vorkommen können, welche 
Primzahlpotenzen zu Exponenten haben, indem auch 
jene Einheitswurzeln nach Nr. 6 der 3. Vorlesung durch solche 
von Primzahlpotenzgraden ausgedrückt werden können. 

8. Wenn es theoretisch am Einfachsten ist, alle Resolvanten 
durch die einzige (co, r) auszudrücken, und diese allein durch Auf- 
lösung einer reinen Gleichung zu bestimmen, so ist es doch, wenn 
man die Auflösung der Kreistheilungsgleichung auf die einfachsten 
Elemente zurückführen und dadurch, ausser einer weiteren Ein- 
sicht in die Natur der Einheitswurzeln, leichtere Ausführbarkeit 
der Rechnungen gewinnen will, vorzuziehen, einen umgekehrten 
Weg zu verfolgen. In Jacobi's Vorlesungen über Zahlentheorie 
findet sich eine grössere Reihe dahin zielender Untersuchungen, dares 
Hauptresultate er auch in seiner Note : „über die Kreistheilung 
und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie*)** mitgetheilt hat. ts 
mag hier genügen, eins derselben zu beweisen, welches sich Ih 
dem Satze aussprechen lässt: Um alle Resolvanten (i»**,r) zu 
bestimmen, reicht es hin, diejenigen zu finden, bei 
welchen co"* eine primitive Einheitswurzel von einem 
Primzahlpotenzgrade ist. Setzen wir, um dies zuerkennen, 
p — 1 = ^r« . q^v .... qi^ voraus und 



*) In Crelle'B J. Bd. 30. 
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P— 1 p — 1 , p—i 

bedeutet dann m irgend eine ganze Zahl, welche kleiner als/> — 1 
ist» so kann man bekanntlich'^) 

(37) ms=n.g)-|-njg)i-|-. ...-[" n,g),- + ^(/> — 1) 

setzen, während n, n^, . . . . n,- positive Zahlen bedeuten, welche 

resp. kleiner sind als q^, q^^^, .... q/"*, z aber eine positive oder 
negative ganze Zahl. Daraus folgt zunächst, da co'^^ = 1 ist, 

(38) (ß)*», V) = (co^y +«iVi+- • • -+»1 9't, r). 

Bezeichnen wir nun mit i/; (ä, k, co) den Ausdruck ' jm^ ' ' 

welcher nach (28) eine ganze und ganzzahlige Function allein 
von 09 ist, wenn h-^k durch p — 1 nicht theiibar ist, so werden 
sich successive folgende Gleichungen: 

{ca^, r) . {coT^Vi, r) ==iff{n(p, w^g^i, w) . (w^y+^^'A, r) 
(co«9+»iyi/r).(ß)««92,r) =if'(n9 + ni9,. WjCPj» «) • ((ö«y+'»i9'i+«^2,r) 

(^nv+....+«.--m-i^^) . («"*«'*, r) 

= '«/'(«9> + .... + Wt-i9i-i» ni9>iy r) • ((«''^'^••••+'*»^', r) 
aufstellen lassen, aus deren Multiplication man mit Bücksicht auf (38) 

(39) K, r) = ("■"^'-^•^""■"''J^---^'»"''^-''-) 

findet, wenn unter W{co) das Product 

'tl;{ng),n^q>^,(o) t/; (n^+fijgpijWjg^j»®) • • • • '*/'(^9' + ••••+ ni—i^i-u^i9>i?^) 
verstanden wird, welches eine gewisse ganze und ganzzahlige 
Function von cd allein sein muss, da die Summe der beiden ganzen 
Zahlen, welche in den einzelnen tf;-Functionen auftreten, wie leicht 
zu sehen ist, niemals durch p — 1 theiibar sein kann. 

Es sei nun ö = q^—^ , q^^'^-^i .... qt*^"^ der grösste ge- 
meinsame Theiler von m und p — 1 , so dass nach Nr. 4 der 
3. Vorlesung co*» eine primitive Einheitswurzel des Grades 

q^qx^^' • ' ' qi* ist, so lehrt die Gleichung (37)', da y)^, g^j • • • • 9^« 
sämmtlich durch q^ theiibar sind, dass die grösste den Zahlen 
n und p — 1 gemeinsame Potenz von q gleich gr*-« , der grösste 

gemeinsame Theiler der Zahlen n(p und p — 1 gleich q^^^, q^^. •. . . qt* 
sein wird, folglich ist to^^ eine primitive Einheitswurzel des Prim- 

*) Vergl. Gauss Disqu. art. 310. 
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zahlpotenzgrades ^, Ebenso ergeben sich oy»y«, . . . . oo"» ^' als pri- 
mitive Einheitswurzeln von den Primzahlpotenzgraden 9i^s....^t'* 
resp., womit nach Gleichung (39) der behauptete Satz als richtig 
dargethan ist. 

Diejenigen Resoivanten (©*, r) aber, bei welchen 
q/ eine Einbeitswurzei vom Grade ^ ist, können f/)l- 
gendermassen gefunden werden: Setzt man in Formel (31) 
m SS g, so geht durch Ausziehen einer q*^ Wurzel die Gleichung: 

* 

(40) («)*, r) = ^1^1 (w*) . t(;j (a,*) . . . . i/;,_t («*) . («**, r) , 

und, wenn man hierin co durch oo^', w^', .... m" ersetzt, die fol- 
genden: 

(G/^q\ rl c= f t/;i («Äff') . t/;2(ai*^') . . . 'ipq-i (g^^) . (a)^<^ 



(41) 



((0Ä^-^ r) = ^if;i (q/O . . • . -»f ^-1 («>^^') . {^^\ r) 

hervor. Wenn man ferner in Gleichung (31) cd durch oofi^^, m durch 
q — 1 ersetzt und mit (ö)**''~\ r) multiplicirt, so findet man, da 
a,(«-i)Äj*^^ = fl,Äg« . ay-hq^-^ und («*)«''' = 1 ist, 

(a)^^""', r)^ =Tf;i (ö)*ä^-^) . . . . if;^_-2(a)*«^') . (ß)*^'^\ r) . (a)-Ä^\ r). 
Nun ist nach (29): 

(qä^'^S r) . (a)-Äj«"\ r) = (— l)Ä?«-\p, 
folglich ergiebt sich eine letzte Formel: 

(42) (co^«*"', r) = f^^^ (a)Ä^~ ') .... i/;^_2 (ö)Ä^"~') . (— 1)^?^' . p 

welche, mit den Formeln (40) und (41) verbunden, durch a auf 
einander folgende Wurzelausziebungen vom Grade q den Ausdruck 
(w^r) finden lehrt. 

Die q — 1 if;-Functionen, welche in diesen Formeln auftreten, 
können sogar auf eine noch geringere Anzahl reducirt und die 
Rechnung dadurch vereinfacht werden. Indessen scheint es mir 
nicht angezeigt, diese feineren Untersuchungen Jacobi's hierzu 
reproduciren. *) * 



*) S. übrigens auch in Gauss op. Bd. II. disquisitionum circa 
aequationes puras ulterior evolutio, art. 16. 
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9. Dagegen müssen wir noch darauf eingehen, zu 
zeigen, wie die aus o^ gebildeten compiexen ganzen 
Zahlen if^nfw*) in jedem Falle nach einem gleichblei- 
benden Algorithmus gebildet werden können. Ist co^ 
eine primitive Wurzel der Gleichung af = 1, was z. B. der Fall 
sein wird, wenn h = f und p — 1 = e , f angenommen wird, so 
erhält man, indem man a^ = a setzt: 

Da in dieser Summe für die, Exponenten von a ihre Beste (mod..^) 
gesetzt werden dürfen, so braucht man nur für irgend eine pri- 
mitive Wurzel g vom Modulus p die Indices von ft und 1+ft für 
die Werthe ft = 1, 2, 3 . . . . p — 2 aufzustellen, ind. fi — (w+1) 
ind. {l-\-(Ji) zu berechnen, und einfach abzuzählen, wie oft unter 
den Besten von ind. fi — (w + 1) i"^« (l + l"*) (mod.e) sich die Zah- 
len 0, 1, 2, .... e — 1 befinden; nennt man diese Mengen resp. 
iiX/v, ■^\t .... iix^ \f SO uass 

(43) A^ + A,+A^+ + ^,_i = p — 2 

ist, so ergiebt sich: 

(44) !/;„ (a) = ^0 + ^1 « + ^2«' + • • . . + ^e-ict^-\ 

Sei z. B. p = 61 und t/;j(a) zu berechnen, wo a eine pri- 
mitive Wurzel der Gleichung x^ = 1, also ^ = 5 ist. Man kann 
g = 2 nehmen und erhält dann folgendes Schema zur Berechnung 
der compiexen Zahl 

/i=59 
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Aus der S*"" Horizontalreihe dieser Tal)eUe findet man durch 
einfaches Abzählen: 

Jq = 12, Ai = 12, ^2 = ö» ^3 = ^^ ^4 = 1^ 
also: 

^0 + ^1 + ^2 + ^3 + ^4 = Ö9 

der Gleichung (43) gemäss, und: ^ 

',(;^(a) = 12 + 12ä + 6a2 _|_ 1*3^^3 ^ i^^cK 

10. Die Principien zur directen Auflösung der Kreistheilungs- 
und Periodengleichungen, welche wir in Nr. 1 — 4 dieser Vor- 
lesung aus einander gesetzt haben, finden sich schon in Gauss' 
Disqu. arithm. art. 360. Nach ihm hat Lagrange (in seinem 
iraite de la resolution des equations numeriques 2^ editionj den 
Gegenstand wieder aufgenommen und Gauss' Methode zu ver- 
einfachen geglaubt, jedoch bemerkt Dieser in der bereits ange- 
führten Abhandlung irn^ 2. ßd. seiner Werke mit Recht, dass die 
Vereinfachung nur scheinbar sei und einen Ucbelstand mit sich 
führe, welchen er selbst vermieden hatte. Die Zuruckführung der 
Auflösung auf die Functionen i^n(co^) ist Gauss gleichfalls be- 
kannt gewesen, wie aus dieser Abhandlung, welche zwar erst 
nach seinem Tode publicirt worden, aber bereits im Jahre 1808 
geschrieben ist, zu ersehen ist. Es muss jedoch bemerkt werden, 
dass lange vor der Publication dieser Arbeit Jacobi zu densel- 
ben Resultaten gelangt war, und sie sowohl iq seinen Vorlesungen 
als auch in der in Nr. 8 erwähnten Abhandlung bekannt gemacht 
hatte. Die ersten Publicationen, welche die in dieser Vorlesung 
dargestellten ßetrachtungen zum Gegenstand haben, rühren von 
Eisenstein und Gauchy her.'^) 

Wir beschliessen diese Vorlesung mit der Berechnung einiger 
einfachen Beispiele. 

1) Stellen wir uns zuerst die Aufgabe, die Gleichung 



*) Eisenstein, Beiträge zur Kreistheilung in Grelle ^s J. Bd. 27 
und Gauchy in seinem grossen memoire sur la th^orie des nombres 
in den Mäm. de TAcad. des Sciences, vol. 17, Jahrg. 1840. Diese sehr 
inhaltsreiche Abhandlung Gauchy 's, deren Resultate grossentheils mit 
den von Jacobi erhaltenen übereinstimmen, ist vom 31. Mai 1830 datirt 
und in ihrem Hauptinhalt bereits im Jahre 1831 im Bulletin deF^russac 
veröffentlicht worden. S. auch Lebesgue in Liouy. J. Bd. 19, ddmon- 
strotioQ de quelques formules dMn memoire de M. Jacobi. 
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a? — 1 



= 



aufzulösen. Dazu wählen wir o als prioiitive Wurzel der Gleichung 
x^ = 1, also 09= i, und bestimmen den Ausdruck (t, r), welcher 
nach Formel (33) durch Auflösung der reinen Gleichung 4''" 
Grades 

(.»* = - 5. ^1(0^2« 
gefunden wird, während 

8 8 

^^ (,•) = ^,-ind./*-2ind.(l+/*)^ ^^ (,•) „ ^,-ind.^--3 ind. (l+yu) 

ist. Setzt man nun g^=2, so findet man die Tabelle: 

1^ = 1, 2, 3, 4 

ind. IIA = 0, 1, 3. 2 

ind. (1 + 1^) = 1, 3, 2 

ind. ^ - 2 ind. (1 + ^) = 2, 3, 3^ .. 

ind. fi - 3 ind. (1 + ^) = 1, 0, 1) ^ • ^ 
also 

^i(t) = ~(l+2t), ^^{i) = l + 2i 

(t, r)* = 5 . (1 + 2i)2. 
Ferner geht aus den Gleichungen (30) und (32) leicht 
(t, r)2 = (— 1, r). ^,(^), also (- 1, r) =— /5 

(/,r)3 = (-,-.r).^i(i)if;2(«), also (-,-.r) = - (,».^. 

hervor, und endlich liefert daher die Gleichung (21) für die ge- 
suchte Wurzel den Werth: 

welcher indessen, da nach leichten Reductionen 

{i> r)^ . (l - T^.)' =- (10- 2/5) 

gefunden wird, auch in folgender Gestalt geschrieben werden 
kann: 

=l(-i -/s+i]/io-2j/by 

er er bis auf das willkürliche Vorzeichen von j/b mit 
7. Vorlesung gefundenen übereinstimmt, 
eitens soll für den Fall p =s 11 die reine Gleichung 
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Qten Grades, durch welche die zweigliedrigen Perioden bestimmt 
werden, aufgestellt und die Ausdrucke dieser Perioden angegeben 
werden. — Indem. man unter r eine Wurzel der Gleichung 

- — ^ = 0. 

X — 1 

unter tiq, rj^, ri^^ %, % die zweigliedrigen Perioden, unter a end- 
lich eine primitive Wurzel der Gleichung x^ = 1 versteht, wird 
die 5'^ Potenz des Ausdruckes 

nach Formel (34) mittels der Gleichung 

K ^o)* = 1 1 . 1/; Ja) i/;^ (a) 'tp.^ (a) 
gegeben, während 

9 

'^j(a)= ^^c^ind.^— 2ind.(l+/*) 

1 
9 9 

1 1 

9 9 

^^(j^),_ ^j^ind.^-4ind. (1+/U) =_ ^ccind. fi+ lud, il-tfi) 

1 1 

sind. Für die primitive Wurzel g = 2 findet man folgende 

Tabelle : 

fi = 1, S, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, lÖ 

ind. |x = 0, 1, 8, 2, 4, 9, 7, 3, 6, 5 

ind. (1 + (i) = 1, 8, 2, 4, 9, 7, 3, 6, 5 

ind. IIA + ind. (1 + fi) = 1, 4, 0, 1, 3, 1, 0, 4, 1 1 

ind. f* + 2 ind. (1 + (i) = 2, 2, 2, 0, 2. 3, 3, 0, 1 1 (mod. 5), 

ind. f* — 2 ind. (1 + ft) = 3. 0, 4, 4, 1, 0, 1, 1, ij 

nach welcher man die Functionen i/^, (a), 1/^2 W» '^sW berechnen 
kann. Hit Hilfe der Gleichung 

a*-}-a^ + a^ + a + 1 = 

erhält man 

{^^{a) = 2 + 4a + «3 + 2a4 = 2a — 2a2 -- «3 
.-«^^(a) = 2 + <^ + 4a2 4- 2a3 = -. a + 2a2 — 2«^ 
i>;3(a) = 2 4- 4a + a3 + 2a4 = 2a — 2«^ _ ^3 
also auch 

(46) ti W '»P2W = loa + 6a2 + 12a3 + 3a4 

(47) if/j (a) %(a) if;3 (a) = 6a + 41a2 -(- Ißa^ + 26a4. 

Nach dem letzten VVerthe wird die gesuchte Gleichung die 

Baohkaitn, Lehre d. Krelsth. *? 
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Tolgende sein: 

(48) (a, ^o)^= 66<^ + 451 «^ + 176^^ _|. 286a*. 

Nach Auflösung derselben, welche zu bewerkstelligen bleibt, ist 

(a, tjq) als bekannt anzusehen , und dann liefert die Formel (35) 

diese Gleichungen: 

(2 \ _ ^' /3 N__ ^^ /4 ^____J^;?___ 

in denen W zur Abkürzung für (a, i^q) geschrieben ist. 

Nun haben wir vorher für die primitiven Wurzeln der 
Gleichung x^ = 1 den allgemeinen Ausdruck gefunden 

a = ^(— 1 — /5 + I . ^10 — 2/5 j . 

aus welchem ohne Schwierigkeit durch Potenzirung die Gleichungen 
folgen: 

«3 = j-(— 1 + /ö + t . ^10 + 2/5) 

Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichungen (45) bis (48) 
<M*hält man die folgenden: 

^^ («)= 1^1 _ 5/5 + 2ij/lO — 2/5 + ij/lO + 2/5) 

Vi (of) % W = x(— 31 + 5 /ö + 7ij/lO—2 /5 +6/^10+2/5 ) 
1/;^ (a) i/;2(a) i/;3(a) = iT— 89 -^ 25/5 — 20ij/lO — 2/5 

— 25ij/lO + 2/5J 

welche endlich in die Formel 

= u 1 \ w v ^ \ ^' I ^ ^ 

5 V ^ i/»! («^) ^ i/»! (a) 'V^2 (a) ~ 'V^i (a) '^2 («) -^s («)/ 

einzusetzen wären, um den allgemeinen Ausdruck der zweiglie- 
drigen Perioden zu finden.*) 

*) Vgl. hiezu Gauss, circa aequat. puras ulterior evolutio, art. 13; 
Lagrange, resolution des äquations numeriques, 3. Edition, Note 14 
No. 24— 36. 
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Neunte Vorlesung. 

Anwendung der Ereistheilnng auf die Theorie der 

quadratischen Reste. 

Bis hierher haben wir ausschliesslich das Ziel verfolgt, die 
Aufgabe der Kreistheilung selbst und die äquivalente algebraische 
Aufgabe, nämlich die algebraische Auflösung der Kreistheilungs- 
gleichung, zu absolviren. Nur wo die Methode, welche zur Auf- 
lösung dieser letztern gegeben wurde, auf gewissen Eigenschaften 
der ganzen Zahlen wesentlich beruht, sind wir dazu geführt 
worden, die höhere Arithmetik in den Kreis der Betrachtung zu 
ziehen und als Hilfsmittel zu gebrauchen. Wenn aber die Kreis- 
theilung auf der einen Seite die Hilfe der Zahlentheorie in An- 
spruch nimmt, so erweist sie sich auf der andern Seite, wie nun 
in den folgenden Vorlesungen gezeigt werden soll, als eine sehr 
ergiebige Quelle, aus der eine grosse Reihe der schönsten Sätze 
jener Wissenschaft abgeleitet werden kann. Und eine so wunder- 
bare Wechselbeziehung findet zwischen diesen beiden Gebieten 
statt, dass dann wieder die rein arithmetischen Untersuchungen 
über die Natur der complexen Zahlen, welche aus Einheitswur- 
zeln gebildet sind, zur Erkenntniss von der wahren Zusammen- 
setzung dieser letztem, also erst zur vollkommenen Lösung des 
uns gestellten Problems der Kreistheilung hinführen werden. 

Von den Anwendungen, welche von der Kreistheilung bisher 
auf die höhere Arithmetik gemacht worden sind, betreffen die 
wichtigsten die Theorie der Potenzreste, mit welcher die Zer- 
legung der Zahlen in die Summe von Quadratzahlen in nahem 
Zusammenhange steht. Wir beginnen diese Untersuchungen mit 
der Lehre von den quadratischen Resten, schicken jedoch einige 
allgemeine Betrachtungen vorauf. 

1. Wenn m eine relative Primzahl zu p ist, für 
welche die Congruenz 

(1) cc^ =^ m (mod. p) 

eine Auflösung gestattet, so heisse m ein n^^^ Potenz- 
rest (niod. p), im andern Falle werden wir sagen, m sei 
Nichtrestvonp. Wir werden uns auf ungerade Primzahlmoduin p 
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und auf solche Fälle beschränken, in denen n ein Theiler von 
p — 1 ist, auf welche die übrigen leicht zurückfuhrbar sind. 

ßezeichnet fi den index von m, so das» m^ gf^ (mod. p) ist, 
so ergiebt sich, wenn die Congruenz (1) möglich ist, durch ihre 

Erhebung zur ^- — Potenz: 

f*'- — 
1 = Sr " (mod. p), 

weil, wenn m nicht durch p theilbar ist, es auch x nicht sein 
kann ; diese Congruenz lehrt aber, dass f' = ind. m durch n theil- 
bar sein muss, da g zum Exponenten p — 1 (mod, p) gehört 
Umgekehrt, wenn dies der Fall und fi = nv ist, so findet man: 

m ^ ig^)'^ (mod. p) 

d. h. m ist ein n*^*' Potenzrest von p. Hiernach sind unter 
allen incongruenten Zahlen , 

1, g, g^f^ g^ ' ' - ' g^^ 

die folgenden: 

^-^ n 

g"", fl^"» ö^". . . . . ö' " 

n'^ Potenzreste (mod. p), alle übrigen Nichtreste. Die 
Anzahl der incongruenten n^^'* Potenzreste beträgt 

daher - — . Die nothwendige und ausreichende Be- 

dingung dafür, dass m ein n^^'' Potenzrest sei, lässt 
sich offenbar auch durch die Congruenz 

(^) m *• = 1 (mod. p) 

aussprechen, welche nicht nur befriedigt ist, sobald der ind. m 
durch n theilbar ist, sondern auch umgekehrt diese Theilbarkeit 
erheischt. 

2. Wird speciell n gleich Zwei gesetzt, eine Zahl, vvelche 
stets Theiler von p— 1 ist, so heisst eine durch p nicht theil- 
bare Zahl m quadratischer Rest oder Nichtrest (mod. p), 
je nachdem die Congruenz 

x^ ^m (mod. p) 

möglich oder unmöglich ist, d.h. (nach Formel (2)), je nachdem 
die Congruenz 



m ^ ^ 1 (mod. p) 
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stattfiDdet oder nicht. Da nun für jede solche Zahl m der Fer- 

mat'sche Satz: 

mP^^ 4 — 1^0 (mod. p) 

p-i p-i 

erfüllt, also einer der Factoren m* — 1, m ^ -{■ 1, in welche 

mP-^ — 1 zerfallt, durch p theilbar sein muss, so wird jeder 

quadratische Nichtrest der Congruenz 

m ^ — 1 (mod. p) 

genügen müssen, wodurch wir zum folgenden (sogenannten 
Euler'schen) Criterium gelangen: 

Eine Zahl m ist quadratischer Rest oder Nicht- 
rest von p, je nachdem in der Congruenz: 

(^) m * = + 1 (mod. p) 

das obere oder untere Zeichen zu wählen ist. 

Die Anzahl der (incongruenten) quadratischen Reste ist der 
der Nichtreste gleich, jene können durch die Potenzen 1, g\ 
flf*» . . • • g^^'^f diese durch die Potenzen g, g\ g^ , , . , gP-^ dar- 
gestellt werden. 

Führen wir mit Legendre zur Bezeichnung des quadra- 
tischen Characters einer Zahl m (mod. p), dem gemäss sie 
quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, das Symbol 



(3) 



ein, das wir je nach diesen Fällen der positiven oder negativen 
Einheit gleichsetzen, so ist stets 

Pul 

(4) m' = (^^ (mod. p). 

Congruente Zahlen haben offenbar gleichen qua- 
dratischen Character, in Zeichen: es ist 

(5) i)"^ \r ^®"° m ^ m (mod. p). 

Sind ferner m, rn zwei gleiche oder verschiedene, durch p 
nicht theilbare Zahlen, so folgt aus den Congruenzen: 
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die dritte: 

(mm) ' E= ^^ . (j\ (mod. p) 
und folglich auch: 

(min\ _ /ffi\ f^\ 

was, wie mit Leichtigkeit daraus folgt, dass beide Seiten einen 
der Werthe + 1 oder — 1 haben, und p von 2 verschieden 
vorausgesetzteste die Gleichung: 

(6) (f ) = (i) • (7) 

nach sich zieht, welche lehrt, dass das Product aus zwei qua- 
dratischen Resten oder aus zwei quadratischen Nicht- 
resten stets ein quadratischer Rest, dagegen das Pro- 
duct aus einem Reste in einen Nichtrest immer ein 
quadratischer Nichtrest ist. Da wegen derselben Gleichung 
der quadratische Character eines Producte snurdurcb 
die Charactere der Factoren bestimmt wird, so können 
wir uns in der Folge auf die einfachsten Factoren, d. i. weil m 
sowohl positiv als negativ^ gerade als ungerade vorausgesetzt 
werden darf, auf die drei Fälle: 

m = — 1, w = 2, m =^ q 

beschränken, wo q eine von p verschiedene ungerade Primzahl 
bedeutet. Es handelt sich also um die Bestimmung der Werthe 
für die drei Symbole : 



iv) ■ (I) ■ a)- 



Der erste dieser drei Werthe ergiebt sich unmittelbar aus 
der Definition des Legendre'schen Zeichens oder aus der Gon- 
gruenz (4), nachr welcher 

{j) = (- 1)~'~ (mod. p) 
oder vielmehr 

(7) (iii) = (- 1)"^' 

gefunden wird. 

Hiernach ist — 1 von jeder Primzahl von der Form 



\ 



v 



2 
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4n-f'l quadratischer Rest, von jeder Primzahl von der 
Form 4« + 3 quadratischer Nichtrest. 

Zur Bestimmung des dritten Symboles dient ein berühmter 
Satz, der seiner eigenthumlichen Natur nach von Legendre als 
Recipfocitätsgesetz bezeichnet worden ist, während Gauss 
ihn in Hinsicht seiner grossen Wichtigkeit das theorema fun- 
damentale der Theorie der quadratischen Reste nennt. 
Er kann durch folgende Gleichung ausgedrückt werden: 

sagt also aus: dass die beiden Symbole (- ] , |-) gleichen 

Werth haben, wenn unter den beiden Primzahlen p, q 
wenigstens eine von der Form dXr+l ist (wodurch dann 
der Exponent von — 1 in jener Formel gerade, die Potenz gleich 
-f- 1 wird), dagegen entgegengesetzten Werth, wenn 
beide Primzahlen die Form 4 /r-f- ^ ^^ben (denn in diesem 

Fall ist der Exponent ^— • ^—^— ungerade). 

Der auf das Symbol | — | bezügliche Satz soll als Ergänzungs- 
satz zum Reciprocitätsgesetze später durch Betrachtungen 
bewiesen werden, welche zwar dem Wesen nach den beim Be- 
weise des Reciprocitätsgesetzes zu benutzenden ähnlich sind, aber 
passend mit einer andern Reihe von Untersuchungen in Verbin- 
dung gesetzt werden. 

3. Das Reciprocitälsgesetz ist zum ersten Male in voller 
Strenge von Gauss in den Disqu. arithm. art. 135 sqq. bewie- 
sen worden*). Diesem ersten Beweise, zu welchem Gauss erst 
nach angestrengtestem Nachdenken gelangt ist, wie er selbst er- 
wähnt, hat er später noch fünf andere Beweise folgen lassen, von 
denen uns der 4^^**) und 6^^***) besonders interessiren, weil die 
Quelle derselben eine Formel aus der Kreistheilung ist. Auch 
alle später noch gegebenen Beweise gründen sich auf diese For- 
mel, selbst wo es nicht der Fall, vielmehr der Beweis ganz arith- 



*) Vgl. art. 151 ebd. 

**) Gauss, summatio quarundam serierum singulariui^ in s. Op. 
Bd. II, pag. 11. 

***) Ebendas. p. 55. 
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metischer Natur zu sein scheint, wie derjenige, welchen Eisen- 
stein in Grelle 's Journal Bd. 27, pag. 322 mitgetheilt hat.*) 
Lebesgue hat in einer interessanten Arbeit**) diese verschie- 
denen Beweise in ihrem gegenseitigen Verhältniss geprüft, und 
wir wollen sie sogleich unter demselben Gesichtspunkte, wenn 
auch in mancher Beziehung von Lebesgue abweichend, be- 
trachten. 

Zunächst aber handelt es sich darum, die Grund- 
formel aus der Kreistheilung abzuleiten. — Gehen wir 
aus von der Formel: 

p — i p—i 

und setzen h = ^-y~» so wird co = — 1, « = ( — ly^H' 

d. h. 1 oder — 1 sein, jenachdem Ind. /li gerade oder ungerade, 
also n^ch Nr. 2, jenachdem fi quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p ist. Bezeichnet man daher mit a, ß resp. die quadratischen 
Reste und Nichtreste aus der Reihe 1, 2, 3, . . . [p — 1) und setzt 



(« ' , r) = (— 1, r) = S, 



(9) 

so findet man: 

(10) S=^r--^rß 

a ß 

oder, da ( — j = + 1 ist, jenachdem s quadratischer Rest oder 
Nichtrest von p ist, ' 

<^i) ^==2(7) • ^- 

5=1 
Zunächst sei noch eine andere Form dieses Ausdruckes er- 
wähnt. Offenbar besteht die Gleichung: 

(12) 0=1 +2'*" +2^' 

« ß 

♦) Neuer und elementarer Beweis des Legen dre ^schen Beciproci- 
tätsgesetzes. 

**) Demonstration nouvelle et ^Mmentaire de la loi de r^ciprocit^ 
de Legendre, par M. Eisenstein, pröc^d^e et suivie de remarques 
Bur d'autres d^monstrations, qui peuvent etre tirdes du möme principe, 
in Liouville's Journal Bd. 12. 
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da die Zahlen a,ß zusammengenommen die Reihe 1, 2,3, . . ,p — 1 
erschöpfen. Durch Addition dieser Gleichung zur Gleichung (10) 
und vermittelst der Bemerkung, dass zwei Zahlen s und p — s 
congruente Quadrate haben, da 

[p — 5)2 = p2 — 2ps + s^ ^ «2 (mod. p) 

Ist, dass also die kleinsten Reste der Quadratzahlen 

V,2^B\....{p—l)^ 

(mod. p) die quadratischen Reste a und jeden genau zweimal lie- 
fern werden, ergiebt sich zuerst: 

(13) 5=1 + 2.2'^ 

a 

sodann: 

(14) S= Vr^" 




Fuhren wir noch die Bezeichnungen ein: 

Vr« = U, Vw» = r, 

so nehmen die Gleichungen (10) und (12) die Gestalt an: 
(10a) U— V=S 

(12b) l-f-J7+F = 

und ergeben: 

(15) u = ^-^, F = =ll=^- 

Das Quadrat des Ausdrucks S ist sehr leicht zu ermitteln. 
Denn da co ^ = co * , also 

V« ,rj = \üi> , rj 

ist, so liefert die Formel (29) der vorigen Vorlesung, indem man 
h =?-— - setzt, sofort die Gleichung: 

(16) S2 = (_i) ^ .p. 

Hieraus folgt der Werth von S bis auf das Vorzeichen, 
nämlich 

7/ — 2^^ 

(17) S=±r {-!)'. p. 
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aber zu entscheiden, welches Vorzeichen in dieser Formel zu 
wählen sei, ist nicht einfach, sondern erst den Bemühungen der 
grössten Mathematiker gelungen. Zunächst ist klar, dass das 
Vorzeichen wesentlich davon abhängt, welche Wurzel 
der Kreistheilungsgleichung unter r verstanden wird. 
Denn, ersetzt man r durch r^, so geht S über in: 

Wenn nun k quadratischer Rest von p ist, so bilden die ~— Zah- 

len eck ebensoviel incongruente quadratische Reste, stimmen also, 
von Vielfachen von p abgesehen, mit den Zahlen cc überein, des- 
gleichen die Zahlen ßk mit den Nichtresten ß, der neue Ausdruck ist 
daher gleich S. Wenn dagegen k ein quadratischer Nichtrest von 
p ist, so werden die Zahlen ak mit den Nichtresten ß, die Zah- 
len ßk mit den Resten a, von Vielfachen von p abgesehen^ über- 
einstimmen, die beiden Theile der Summe S also sich vertauschen 
und S in — S übergehen. DeOnirt man daher Sk durch die 
Gleichung : 



sz=zp — 1 



(18) S. = 2(7) 

5=1 



j,ks 



SO wird stets: 



(19) ■ s. = (A). 



sein, wenn k nicht durch p theilbar ist. 

Um demnach über^das Vorzeichen in der Formel (17) zu ent- 
scheiden, muss vor Allem unter r eine bestimmte Wurzel ver- 
standen werden, und es soll hinfort stets, wo nicht das Gegen- 
theil bemerkt wird, 

r = cos [- « sm -— 

P ' P 

angenommen werden. Gauss hat seine oben citirte Abhandlung 
summatio etc. hauptsächlich zur Lösung der vorliegenden Frage 
geschrieben, während der Beweis des Reciprocitätsgesetzes, der sich 
in derselben befindet, mehr beiläufig erhalten wird. Di richte^*) 
hat dieselbe Untersuchung mittelst sehr feiner Betrachtungen aus 



*) Dirichlet, sur Tusage des integrales ddfinies dans la somma- 
tion des s^ries finies ou infinies, Cr. J. Bd. 17. 
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der Lehre von den bestimmten Integralen geführt. Am Einfach- 
sten gelangt man zum gewünschten Ziele durch Betrachtungen, 
welche Kronecker angegeben hat*), und denen -wir hier folgen 
wollen. 

4. Da nach Nr. 7 der 3. Vorlesung die Potenzen r^, r^, r% 
. . . . r^Cp-i) alle Wurzeln der Kreistheilungsgleichung bilden, 
so ist 

(x—r^) (x — r^) .... (a;— r2(i'-i)) = a;^i+a:^-2+ ....+a:+l 

also für X = 1: 

(1 _ ^2) (1 — r^) (1 - r2(P-i)) =p, 

woraus sich durch Multiplication mit 

r-i .r-^.r-^ r-C/'-i) = r ' ^ = 1 

die Gleichupg: 

(r-i --> r) (r-2 — r^) (r-H-i _ rP-^) = p 

ergiebt. Da aber: 

(20) r-H-2 — rP-^ = r^ — r-^, r-H-4 — rP-^ = r* — r-^, 

.... r""^ — r = rP~^ — r~'^^ 
ist, kann man jene Gleichung auch in folgender Gestalt schreiben : 

[(r — r-i) (r3 — r-3) (rP-2 _ r-H-2)]2 = (_ i) « p^ 

Ist nun erstens p = 4n + 1» s^ ergiebt sich 
A--P-^ 

"2" 

"(r2A-l _ ^-2A+1) = + ^p. 

Nach der über r getroffenen Bestimmung ist 

^-1 — r-2Ä+i = 2i . sin ^^^^""^^^ 
also 



ff 



(21)7J(r«^-^— r-2Ä+^) = (2i) ' .siny.sin3.y....sin(p — 2).^ 



Sin 



n 2 . 2 / ^x 4 . 2« . 4« . (p — 1)« 

= 2 .1 .( — 1) .sin — . sm — ....'''" ^ 



p P 



*) Kronecker, sur une formule de Gauss in Liouv. J., Bd. 1, 
2. s^rie. 
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wo rechts alle sinus positiv sind, da die Argumente derselben 

p—i p—i p__i 

kleiner als n bleiben; da nun i ^ .(—!)*=( — 1) * = 1 ist, 
so hat das Product einen positiven Werth, also ergtebt sieb: 

Ist zweitens p »= 4n -f- 3, so findet man zunächst: 

Durch dieselbe Transformation der Formel (21) jedoch ergiebt 
sich dies Product gleich 

p—l p—l p—Z 

2 -i . (— 1) . sm — . sm — .... sm ^ — -- 

^ ' P P p 

Q I a 

hat also dasselbe Vorzeichen wie i = iP— ^ = i, und man 

erhält: 



*-- 2" 



FT (r2*-i 



r-2A+i) = +,Yp. 



Demnach ist allgemein: 

7/ ^ 

(22) (r— r-i).(r3-r-3)....(rP-2 — r-P+2) = + f^ (—1) * . p. 

5. Nachdem dies bewiesen worden, kommt die vorher gestellte 
Frage darauf hinaus, ob in der Gleichung: 

^ — T 

(23) Vr«— Vr^=«. TJ{r^^-^ — rP-^^-^^) 

das Zeichen s, welches entweder -f- 1 oder — 1 sein muss, diesen 
oder jenen Werth hat. Diese Relation lehrt aber, dass die alge- 
braische Gleichung 

Vo;« — Vx/* ~ ^ • TT ^^^^"^ —a;P-2A+i) = 
mit offenbar ganzzahligen CoSfficienten durch die Wurzel r und 



•>«' 
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folglich durch alle Wurzeln der irreductibeln Kreistheilungs- 
gleichung befriedigt wird, die ganze Function auf der linken Seite 
also durch 

theiibar sein muss, und da der Gleichung auch durch x=l 
Genüge geschieht, so kann man setzen: 

:=[xP — 1}[A + Bx+ + Kx^), 

yiovin A, B, . . , . K ganze Zahlen bedeuten. Pur die Unbestimmte 
X setze man nun «S also: 

h-P-^ 
(24) 5^^"* "" 2^^^* ~ * • TJ (^^^~^^* — ß(p-a^i)«) 

= {^"^ — 1) (^ + ^ß* + + Ke^% 

und entwickle die Exponentialfunctionen in ihre Potenzreihen, 
dann müssen die Coefficienten gleicher Potenzen auf beiden Seiten 
übereinstimmen. Da nun 



>nz 






• < « • 



= 1 + «2 -fy^ + 

ist, wird die Differenz e*"* — ß*** die Gestalt haben: 

(m — n)z [l-{- az '\- . , , .), 
weil in der Differenz der allgemeinen Glieder beider Reihen: 

m z n x> ^^ z / ^ k\ 

der Factor 

m* — n^ = (m — n) [m^~^ -\- m^"^ n '\- , , , . -\- m n^~^ -f" w*~"*) 

also durch m — n theiibar ist. Hiernach enthält die Differenz 

g(2Ä-i)* _ g(p-2Ä+i)z ^en Factor (4ä — 2 — p) z, folglich wird 

das Product auf der linken Seite der Gleichung (24) die Form 
annehmen : 






2 



ff 



(4Ä — 2— jt?) . (1 + ^'z + ). 
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Pul 

2 



Betrachtet man also den Coefficienten von z auf den bei den Seiten, 
so ergiebt sich die Gleichheil: 
p — 1 p--i 

-^ /* P TT (lh—9 — r,\ .^^ 






^-e.7J(4Ä-2-p) = f. 



in welcher M, N gewisse ganze Zahlen sind, von denen sich so- 
viel ohne Weiteres aussagen lässt, dass die erstere durch p tbeil- 
bar ist, weil es die Differenz eP' — 1 i«t, und dass die letztere 
durch p nicht theilbar ist, da in ihr offenbar nur solche Primfac- 



toren vorkommen können, welche in dem Producte 1.2.3 



p~l 



2. 

enthalten sind. Man erhält daher aus jener Gleichung die nach- 
stehende Congruenz: 

i,-P^^ 
ptI pt^ ~2~ 



Va "* —y^ß"" =f.l.2.3....^^. rT(4Ä~-2— p)(modp). 

Nun ist nach dem Eu 1er 'sehen Criterium a^ ^ -|- 1, 

PrA 
ß ^ ^ — 1 (mod. jo), und die Anzahl sowohl der Zahlen a als 

der Zahlen ß beträgt ^^-, ferner ist: 

rj(4Ä-2-p) = (2-p)(6-p)....(2p-4-p) 

'~ Pul 

= 2.6.10....2(p — 2)=2 ^ .1.3.5. ...(p— 2) (mod. p), 

also ergiebt sich aus der letzterhaltenen Congruenz 

p — 1 = 1 . 2 . 3 . . . . (p — 1) f 
oder nach Wilson's Satz: 

ff 

s ^ 1 (mod. p) , 

woraus s = 1 zu schliessen ist. 

Hiernach ist das ungewisse Vorzeichen in der 
Formel (17) bestimmt, und man hat zu setzen: 



(25) s = + /(- 1)"^' 



• l' » 
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woraus nach den Gleichungen (15) noch die Formeln: 



(26) ü = --l+i-(- 1) ' ^, V= -i-^C-D^^P 



hervorgehen. 

Der Grundgedanke des eben mitgeüieilten Beweises, kann 
dahin ausgesprochen werden, dass man zur Entscheidung, welchen 
der- Werthe + 1 oder — 1 die Zahl e in der Gleichung (23) er- 
hallen müsse, untersucht, welcher dieser Zahlen sie (mod. p) con- 
gruent zu setzen ist. Auf demselben Grundgedanken beruht ein 
anderer, von Cauchy herrührender Beweis*), jedoch ist das 
Mittel, welches Derselbe anwendet, um den Rest von s (mod. p) 
zu bestimmen, ein ^anz anderes, und obgleich sehr interessant, 
doch weniger schnell zum Ziele führend als das von Kronecker 
angewendete, und besteht darin, dass in der Gleichung (23), nach- 
dem das Product nach Potenzen von r entwickelt und diese unter 

den {p — 1)''^'* Grad erniedrigt sind, Y— ) statt r^' substituirt wird. 

Auch Leb es gue**) hat einen Beweis der Formel (25) gegeben, 
welcher sich mehr an Gauss' Abhandlung summatio etc. an- 
schliesst. In der letztgenannten Arbeit von Leb es gue finden sich 
zugleich über den Zusammenhang zwischen den Gauss 'sehen 
Reihen und den in der Theorie der elliptischen Functionen von 
Jacobi betrachteten bemerkenswerthe Aufschlüsse. 

6. Die Formel (25) bildet nun die Grundlage für 
den Beweis des Reciprocitätsgesetzes. Dazu ist indessen 
keineswegs unumgänglich nothwendig, das fragliche Vorzeichen in 
der Formel (17) zuvor zu bestimmen, vielmehr genügt es, den 
Absolutwerth von S zu kennen, wie es Gauss in seinem G^^'* 
Beweise gezeigt hat. Zwar legt er diesem nicht sowohl die 
Summe S zu Grunde, als vielmehr den Ausdruck : 



s = p — 1 

■,s 



1 



(f) 






♦) Liouv. J. Bd. V: m^thode simple et nouvelle pour la d^ter- 
mination complete des sommes alternees, form^es avec les racines pri- 
mitives des äquations binömes; vgl. in seinem mäm. sur la th^orie des 
nombres die Notes 7 bis 11. 

**) Indems. Bd. des Liouv. Journals: sommation de quelques s^ries. 
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worin sc beliebig isl: man erreicIiL aber eine grosse Vereiarachunp, 
wenn man ^ ^= r voraussetzt, um! der Uewuis kann il 
nach Jacobi, f.isenstein und Cauchy rolgenüermasi 
geführt werden*): 

Aus der Gleichung (16) Folgt durch Erhebung in die - 
Potenz und Multlplication mit S: 



S» = (- 1} 
worin q eine von p verschiedene ungerade Primzahl bedeute. 
Setzt man andererseits k^q in der Gleichung (19), so findet 
man durch Verbindung mit der vorigen Gleichung die folgende: 

(27) S.-S,-=[(-ir 

Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber in' dem entwickell 

Ausdrucke 



.a 



(i)]-- 



=Ci(i)^)'-l'a)- 



da (— ] ={ — ) ist, die g"" Potenzen der einzelnen Cliedi 

der ersten Summe sich also gegen die entsprechenden Glieder, 
der zweiten Summe aufheben, der Coefßcient jeder Potenz von r 
durch q tfaeilbar. Reducirt man dalier in (27) die Exponenten von 
r auf die ResteO, 1,2, ...p — 2, so müssen, da nun die Coeltlcienten 
jeder Potenz von r auf beiden Seiten der Gleichung (27) wegen 
der Irreduclibiliiät der Kreistbeilungsgleichung einander gleich zu 
setzen sind, diejenigen der rechten Seite ebenfalls durch q llieil 
bar, also 



\ 

derS 



(-1)" 



9 ^ = (-M (mod- 9) 



sein. Nun ist p ^ 



(f) 



[mod. q), und da nach Substitutioi 

dieses Werlhes beide Seiten der Congruenz den WerLh + 1 odi 
— 1 erhalten, ergiebt sieb die Gleichung 

•) S. Jaeobi'a bereita angeführte Note in Crelle'a 
pag. 172, Tgl. Bd. 35, pag. 273; EiseuBteiü, la loi de r^dprocitä, 
tii^e dea formulea de Gauaa, aana avoir d^terminä präalablement le 
eigne du radical, in Cr. J, Bd. 2,%, pag. 41; Cauohy in me'm. em \\ 
tb. dea nombres, note 4. ~ 



\ 
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p—l q—l 



'-■'"■ '•(f)-(i)- 



welche das Reciprocitätsgesetz ausspricht. 

7. Der bereits citirte Beweis von Eisenstein (Cr. J. 
Bd. 27, pag. 322) ist zwar von ihm rein arithmetisch dargestellt 
worden; wenn man aber auf den Ursprung der Zahlen, auf deren 
Eigenschaften er ihn gründet, zurückgeht, wird man wieder auf 
den Ausdruck S hingeführt. Diese Zahlen sind nämlich nichts 
anderes, als die Coefficienten in der Entwicklung von S^. Das 
allgemeine Glied der Entwicklung ist: 



(?)•(?)■■••©• 



*i+*2+ +Sfg 



wenn unter s^^ ^31 • - * • ^^ gleiche oder ungleiche Zahlen der 
Reihe 1, 2, 3, ... . p — 1 verstanden werden. Setzt *man daher, 
indem man die Summation auf alle diejenigen, gleichen oder un- 
gleichen, Zahlen jener Reihe bezieht, welche der Congruenz: 

(28) 5^ + ^2 "f" • • "f" ^A ^ ''^ ^^^* P) 
Genöge leisten, 

so wird: 

S* = A/cfi + A/c,t . r + ^>t,2 . r^ + .... + ^^^ ^_i rP-^, 

s=p—l 

und da 5 für r = 1 in ^( — ) übergeht, also verschwindet, weil 

die Anzahl der quadratischen Reste, für welche | — j=-[-l ist, 

der Anzahl der quadratischen Nichtreste, welche | — j = — 1 
geben, gleich ist, so findet man: 

(29) = Jkfi + ^k,i + M,2 + .... + ^Ä, p-v 

Für jeden, durch p nicht theilbaren Werth des a kann man 
aber setzen: 

80 dass dann : /j + ^2 + • • • • ^^ —- ^ J 

ist; jeder Lösung der Congruenz (28) entspricht also eine Lösung 
der letzteren und umgekehrt. Da für zwei correspondirende 

Bachkanv, Lebre d. Kreisth. 8 
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Lösungen nach (6) die Gleichung 

stattfindet, so wird offenbar 

(30) A.= (|-)*'Ai 

sein. 

Aus (29) und (30) folgt nun für ein ungerades ki 
(30 a) Ao = 0, 

dagegen geben sie für Ar = 2 

-^2,a = -^2,1 » -^2,0 = (P 1) -^2,1 * 

folglich wird 

während die Summe auf alle Werlhsysteme ^p ^2 bezogen wird, 
für welche s^ -|" ^2 ^ ^ (mod. pY ist. Das allgemeine Glied dieser 

Summe bleibt ungeändert, wenn wir es mit {—] multipliciren ; 

dabei wollen wir aber a^ jedesmal so wählen, dass s^a^^l (mod.p) 
wird; setzt man sodann s*^.<s^ ^ <s^ (mod. p), so wird 

(f)-(?)=(?). (^)(?)= Cf )=(})-. 

Der Umfang der Summalion wird durch die Congruenz 
1 + ^2 ^ ^1 (n^od. p) bestimmt, welche sich aus der zwischen 
5j, «2 stattfindenden durch Multiplication mit o^ ergiebt. Nun kann 
(7j nicht Eins sein, denn sonst wurde ^^ ^ 1, ^2 ^ (mod. p) 
werden, während auch ^2 nur eine Zahl der Reihe 1, 2^ 3 .... p — 1 
bedeutet; also durchläuft a^ die Werthe 2, 3, ... . p — 1, und 6^ 
die Werthe 1, 2, 3 p — 2. Daraus folgt die Formel: 

^' (7) + (7) + (f) + • ■ • + (4o + c-f^) = » 

ist. Wegen der Gleichung (7) endlich gelangen wir so direet 
zu der Formel: 



\ 
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i?viederzurück, welche wir vorher aus der Kreist heiluüg 

entnommen hatten. 

Nun wissen wir bereits, dass Jg^i der Coefficient von r in 

der Entwicklung von S^ ist; vergleicht man daher in der Gleichung 

^7:1 9^ qzi}: 

(31) • 5«=(-l) '"' ' .p ' .5, 

welche identisch sein muss, da sie vom Grade jo — 1, und wegen 
j^Qzs=sO durch r theilbar ist, die Coefticienten von r, so findet man: 

p — 1 ^'-l q~-l 

(32) A,,t^{—l)~'~''.p~'. 
Man zeigt aber leicht, dass 

■'.•■- 2Ö) •(?)■• Cf) 

(33) [während ^^ + äj + ••••+ ^^ = 1 (nM>d. j»)] 

von der Form ( - ) + ^»Q ist, wo unter M eine ganze Zahl ver- 
standen wird. In der Tliat, da qx=l (mod. j^) nur eine Auf- 
lösung gestattet, so kann es nur ein Glied jener Summe geben, 
in welchem alle s einander gleich] sind ; da aus qx =1 (mod. p) 

„ach (5) und. (6) (±) ■ (f) =(}) = !. also (|) = (£) 
hervorgeht, wird das zugehörige Glied der Summe den Wertli 

(f)'-(7)=a) 

haben. Aus jeder andern Auflösung der Congruenz (33) aber 
ergeben sich, worauf wir weitläufiger nicht eingehen wollen, durch 
cyclische Vert^uschung der Zahlen s noch q — 1 andere, welche 
sämmtlich von einander verschiedene Systeme repräsentiren, dem 
Gliede in der Summe aber gleichen Werlh erthellen, woraus 
offenbar die Richtigkeit des Behaupteten folgt. Dann ergiebt 
sich aber weiter: 

p—l . q — l q—l 

■ (f)^(-l) * ' -P Mmod. ff) 

und, wie vorher, der Beweis des Reciprocitätsgesetzes. 

Im Grunde ist dieser Beweis genau der vorige. Denn der 

Coefficient von r in Sq ist nach der Gleichung (19) gleich (-^ )• 

8* 



Also ist A, 



-(t) 



der Coöfficient von r in der Entwicklung 



von S* — 5;, und der Unleracbied beider Beneise bestellt einzig 
darin, dass die Tbeiibarkeit dieses CoeliGcienten durcb g in dem 
ersten miLlels des binomischun Satzes, im zweiten mittels einer 
etwas andern arithmetischen Betracbtung bewiesen nird. 

8. Lebesgiie's Beweis, der sich in der in Nr, 3 be- 
reits angeführten Arbeit sowie in einer andern Abhandlung im 
2. Bd. des Liouv. Journals*) befindet, ist von dem Eisen- 
stein'schen wesentlich nur dadurch verschieden, dass 
die Summe S unter der andern Form (14) angewendet 
wird. Ent»ickelt man dann nämlich wieder die Potenz S^ , so 
sind die CoerTicienten der Entwicklung diejenigen Zahlen, aus 
deren Eigenschaften Lebesgue seinen Beweis ableitet. Ohne 
denselben hier reproduciren zu wollen, werden wir nur jene , 
Zahlen näher bezeichnen und, was nach dem Vorigen leicht t 
iliri! Werthe ermitteln. Da nach (14) 



s--^.-' 



ist, so wird, wenn wir 

S'' = B^.o + B,,i . r + £,,^ . r^ +.... + Äj, p_i 
setzen, der Coefficient i^^,« offenbar die Anzahl der Lösunga 
der Congruenz 

(34} s,^-^s,-' + .... + s/~a(moi.p) 

bezeichnen, in welcher $,, s,, . . . . s, gleiche oder verschieden^ 
Zaiilen der Beihe 0, 1, 2, .... p — 1 sein können. . Es ist nuBg 
zuerst leicht einzusehen, dass S^^a denselben VVerlh hat für alle 
quadratischen Beste a ^ a, und wieder denselben Werth für 
alle quadratischen Nichtreste a ^^ ß. Denn, bedeutet a irgend 
einen quadratischen Best oder Nichtrest, so können alle quadra- 
tischen Beste resp. Nichtreste in der Eorni ni/^ gedacht werden, 
welcher sie [mod. p) coogruent sind, wenn ij eine passend ge- 
wählte, nicht durch p theilbare Zahl ist, da mau, wenn a' einen 
andern quadratischen Best resp. Nichtrest bezeichnet, eine Zahl 
2 durch die Congruenz ae = a (mod. p) bestinmien kann, welche 
nach dem 3'"" Satze in Nr. 2 nothwendig zu den quadratischea ■ 
Resten gehört, also dem Quadrate einer gewissen Zahl y (mod. pj J 

•J Recherchea aut les nonibres. 
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doognient sein muss. Bestimmt man sodann die Zahlen /j, z^» 
. • . . ig den Congruenzen: 

Ij = ^1 y, <2 = ^2 y tq=:$qy (mod. p) 

gemäss, so liefert jede Auflösung der Congruenz (34) eine be- 
stimmte Auflösung der folgenden: 

U^ + h^ + + t\ = «y' (mod. p) 

und umgekehrt, so dass beide gleichviel Auflösungen gestatten. 

Indem wir daher die beiden Werthe von Bg^a für Reste und 
Nichtreste resp. mit Bq^ Bfq bezeichnen, finden wir: 






oder mit Hilfe der Gleichung 



1 + Vr« + Vr/* = : 
S^=(Bq-Bq^o)^^r- + (B'q - Bq^o^^r^ • 
Da ynr nun andererseits aus den Gleichungen (31) und (32) 

schliessen, so liefert die Identität beider Ausdrücke die Gleichungen: 

(35) Bq^Bqfi + Aq^i,ffq=Bq^Q — Aq^i , alSO 5^ + ^'^ = 2 Bq^Q . 

Da ferner jede Combination der Werthe s^, s^, • » • > Sq aus 
der Reilie 0, 1, 2, .... p — 1 für irgend einen Werth von 
a eine Lösung der Congruenz (34) liefern muss, so muss die An- 
zahl aller Combinationen gleich der Summe aller Zahlen Bq^a sein, 
und so folgt die Gleichung: 

^^,o + ^(^, +^,)=P^ 
also nach (35) folgende Werthe: 



(36) 



» 


^q,o 


— pi- 


1 












p-l 


q-1 


q-1 


^. 


— p«-i 


-(- 


1)* 


' 2 


2 


- 






P-l 


q-1 


q-1 


B, 


— p«-i 


+ (- 


■1)* 


' 2 


• P' 
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9. Einen etwas andern Gang nehmen die beiden 
Beweise von Liouville und Eisenstein*), welche, was 
ihr Princip betrifTt, unter einander als identisch 
anzusehen sind. Sie gründen sich auf das Lemma, 
welches dem 3'*" und 5^*"» der Gaussischen Beweise 

zum Grunde liegt. Die absolut kleinsten, zwischen -f" 2~ 
und — ^-^ inclusive liegenden Reste der Reihe 

1 .q,2 . q, 3 . q, .. . , ^-g— . q 

werden nämlich theils positiv sein — diese nennen wir a^, a^* 
. , . . ai — theils negativ — diese seien — 6j , — ftj » • • • • — ^M' 

sodass X -^ fi T=^-——. Die Zahlen a sowie die Zahlen b sind 

unter einander verschieden, da jene Multipla von q einander nicht 

(mod. p) congruent sein können; die ^ Zahlen a und b zu- 

sammengenommen bilden aber alle Zahlen der Reihe 1, 2, 3, 

_j ■* 

, denn die Zahlen b sind ebenso wie die Zahlen a nicht 



2 



grösser als , und kein b kann einem a gleich sein, da sonst 

ihre Differenz und folglich die Summe derjenigen Multipla 
von q, denen sie congruent sind, durch p theilbar wäre, was 
offenbar für keine zwei jener Multipla möglich ist. Man bat 
daher: * 

(t t • Wrt • • • • MJl • Da • On • • • On ^^ J.«^.0*«.. ~ 

und 

p-i 

( — Ij^.öjag ^i .&J&2-"* V — -^ .2.3....^^-^ — ,q (mod.p). 

Da nun q ^ = ( - j (mod. p) ist, so erhält man aus der 
Verbindung mit den j^eiden vorigen Relationen: 

(|-)-(-l)M (mod.p) 

*) Liouville sur la loi de reciprocit^ dans la theorie des räsidus 
quadratiques, in Beinern J. Bd. 12; Eisenstein, application de 
Talgebre ä Tarithm^tique transcendante, in Crjelle's J. Bd. 29. 



— 119 - 
oder vielmehr 

Dies voraus gesctiickt, ist es leicht, einen Ausdruck aus Ein- 
heitswurzeln zu bilden, welcher gleich f^\ ist. In der That 

findet man: 

p-i 



«= 2 






(37) 

\p j 

a = l 

da in dem Producte jedesmal ein Factor des Zählers einem 
Factor des Nenners gleich wird, sobald aq einer der Zahlen a, 
dagegen einem Factor des Nenners entgegengesetzt gleich wird, 
sobald aq einer der Zahlen — b des Hilfssatzes (mod. p) congruent 
ist, sodass das ganze Product den Werth (— l)f* erhält. Ist nun 
Q eine primitive Wurzel von x^ = 1, so ist ebenso: 



(38) (■",)- 77 



9^. - 9-^ 



Dies sind, unter etwas anderer Form, die Ausdrucke, welche* 
Eisenstein und Liouville bei ihren Beweisen benutzt haben. 
Im . weiteren Verlaufe ist des Erstem Beweis dem Liouville- 
scben insofern vorzuziehen^ als dieser weniger symmetrisch und 
direct verfährt. Jener schliesst das Reciprocitätsgesetz 
durch directe Vergl-eichiing der beiden Ausdrücke von 

(— 1 und ( — ). welche etwa, folgendermassen bewerk- 
stelligt werden kann: Da 

^^,- = fx — r2) (x — r^) {x — r^^/'-D) 

gesetzt werden kann, so ergiebt sich für x = ^: 

a=p— 1 2 

4^ = lJ{a - br'") =JJ{a — br'^) [a - &r-2«) 

• JP — 1 
2 

(39) = Yl^^ ''" "~ ^''""^ (" ^""^ "" ^ ^") ' 
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und auf älinlichem Wege:^ 

_q-l 



^ .. 



(40) 'v^4- = IT («p^ - *^"'') («^-^ - *^'') • 

Bezeichnet also i{ eine solctie primitive Wurzel der Gleichung 
xP^ = 1, dass r = R^, ^ = ijp ist, so findet sich, wenn in der 
Formel (39) a = qP, b = Q'-fi gesetzt wird : 



fjL\ = TT TT [Raq+ßp _ li-aq-ßp>i [R-aq+ßp _ Rm-ßP) 
\^ ^ a = l ß = l 

und, wenn in (40) a = r", b ^= r~« gesetzt wird: 

/^-^"j = JT JY (Ä««+/^P — R-<'9-ßP) (Ä««-/»* — Ä-^rt^l») . 

In diesem Producte hat jedesmal der erste Factor gleichen, 
der zweite Factor entgegengesetzten Werth, wie im vorigen; da 

p-l (7-1 

auo 

findet man also endlich 

a)-(f)-'-" 

Liouville dagegen wendet die, aus der Formel (39) 
dadurch, dass a = 6 = 1 gesetzt wird, sich ergebende 
Gleichung 

P = (— 1) * . TT (r« — r-«)2 

und die Beziehung i? ^ = ( — ) (mod. q) an. Erhebt man 
nämlich die vorige Gleichung zur Potenz ^^^, imulüplicirt im 



das Product im Ganzen aus ^-r— . ^-^— solchen Gliedern besteht, 

;>— 1 j— 1 
i 2" 



p—1 
a= - 
2 



Zähler und Nenner der rechten Seite mit I I (rj — r-<») und 

lässt in der*5'''^'* Potenz dieses Products, das dann den Zähler der 
rechten Seite bildet, alle durch q theilbaren Glieder fort, so 
nimmt die letztere Beziehung die Gestalt an: 
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und ergiebt durch Vergleichung mit (37) das Reciprocitätsgesetz. 
Ohne Dfther auf den 4'^'* Gaussischen Beweis hier 
eingehen zu können, wollen wir doch noch zum Schluss 
bemerken» dass auch er mit den beiden eben mit- 
getheiiten Beweisen dem Princip nach identisch ist. 
In der That ist nach den Gleichungen (22) und (25) 

5 = IT (r^Ä-i — r-2>H-i), 



U 



wofür aber nach den Gleichungen (20) auch 



"= 2 



S = Sp . TT (r« — r-«) 



gesetzt werden kann,- wenn b^ gleich ( — 1) ^ oder gleich 

( — 1) * genommen wird, jenachdem p von der Form 4 n + 1 
oder 4 n -f- 3 ist. Bezeichnen wir nun S mit ^ [1, p) und Sq 
mit if; [q, p), sodass 

* (1. P) == «P . JJ (^« — r-«), tf; (^,p) = e^ . JJ (r«^— r-«^) 

«=1 a=l 

ist, SO betrachtet Gauss den Quotienten • . ,* . , für welchen 

(-^ (1, p) 
V ) -^ (1, p) 
besteht. Ebenso wird sein: 

fp\ ^^ '^ (p> y) 

wenn gesetzt wird: 

(— Ip" I j S' = 4 n +- 1 

l (- 1) M ( ^ 



\qj • l^pj ^.(1, ^)". -^ (1, 
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Diese Gleicliungen, aus welchen sich 

El 
P) 

ergiebt, sind dieselben, wie die Gleichungen (37). und (38), und 
der Unterschied des .Gaussischen Beweises von den eben 
dargestellten besteht nur darin , dass der VVerth des Quo- 
tienten auf der Rechten der letzten Gleichung, welcher vorher 
aus der Vergleichung der Factoren der if;- Functionen gebildet 
wurde, bei Gauss aus den fertigen Werthen, welche er für die 
t^- Functionen in seiner Abhandlung bestimmt bat, abgeleitet 
wird. 



' Zehnte Vorlesung. 

Anwendung der Ereisthellung zur Zerlegung der ZaUen 

in Quadrate. 

1. Bevor wir von den quadratischen Resten zur Betrachtung 
der Reste höherer Potenzen übergehen, ist es zweckmässig, eine 
andere Anwendung der Kreistheilung auf die Zahlentheorie, welche 
die Zerlegung der Zahlen in Quadrate betrifft, hier einzuschalten. 
Wir haben zu diesem Zwecke an die mit t\} (h, Ar, o) bezeichnete 
l^unction wieder anzuknüpfen und zwei Eigenschaften derselben 
abzuleiten, welche für die meisten Anwendungen der Kreistheilung 
auf arithmetische Fragen die wesentlichste Grundlage bilden. 

Es war aber 

(fl)^r).(fl)^r). 



f\) (Ä, Ar, co) = 



(cö*^■^ r) 



ein Ausdruck, welcher nach Gleichung (28) der 8. Vorlesung 
den Werth 

(1) t/; (Ä, Ar, «) = X^Q)^in<i.^-r(A+Ä)ind.(14-iu) 

hat, wenn die Summe der Zahlen ä, Ar nicht durch p — 1 theil- 
bar ist. Ersätzen wir hierin ä, k durch — ä, — k und multipli- 
ciren die entstehende Gleichung mit der Gleichung (1), so er- 
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halten wir: 

{<o\ r) (a,- \ »•) ^ ((o*,_r) (c)-*. r ) 
(<»*+*; r)(o.-*-V) 

X^ßjÄind.^— (A+A) ind. (1+^) S^ß,— Aind./*4-(Ä+Ä) ind. (l+zi) 



Da nun, wenn auch h und k durch p — 1 nicht theilbar sind, 
nach Gleichung (29) der 8. Vorlesung 

(a)^ r) (a>-*, r) = (— 1)^ . p , (w* r) (o)-^, r) = (— 1)* . p 
{a^+\ r) (g)-^-^ r) = (— l)^+^p 

ist, so hat der Quotient auf der linken Seite den euifachen Werth 
p, und man erhält die wichtige Gleichung: 

(2) p = tf; (Ä, Ar, co) . 1/; (p — 1 — Ä, p — 1 — k, a) 

oder: 

(3) p ===^ 'VTQ^ind.|u--(Ä4-A:)ind.(l+^) ^ ^^^-Ä ind./*-HÄ+A:) ind. (14-^) 

d. i. eine Zerlegung der Primzahl p in zwei, offenbar 
conjugirte, complexe ganzes Zahlen, welche je nach den 
verschiedenen Werthen, welche man h und k beüegen kann, aus 
Einheitswurzeln verschiedener Grade zusammengesetzt sein werden. 
Nimmt man z. B. k = nh an, so wird (s. Formel (30) der 
8. Vorlesung) 

(4) 1/; {h, nk, cd) == t« (w^), 

und die Gleichungen (2) und (3) erhalten folgende Gestalt: 

(5) P = '*« («^) • '*n {^^% 

und 

fi =_2--2 fi = p— 2 

(6) p= X^(coÄ)ind.^-(/»+l)iu<i.(l+A*) . K^((i/)-ind.^-|-(«+l) ind. (l+^u). 

Für h =f darf /r = [e — 2)/* gewählt werden, und dadurch 
erhält man, indem .man wieder o/ mit a bezeichnet, vermittelst 

der Formel 

(7) p = ^^«i^d- A< +. iiid. (l+A«) . ^^a~ ^^^- M — *n<l- (1+/U) 

eine Zerlegung, dar Primzahl p in zwei conjugirte com- 
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so ergiebt sich: 

^ttind./x + iud.(i+/.) = 12 + 12a+ 6«^ + 15a3+ Ua\ 

also 

61 = (12+12a+6a2+15a34.l4a4) (12-f 12a4-f- 6«» + 15a2+14a). 

2. Wir bezeichnen hinfort mit i/; (ä, Ar, gr) den Ausdruck, 
welcher aus t/; (ä, Ar, w) hervorgeht, wenn die primitive Wurzel cö 
der Gleichung xP~^ = 1 durch die primitive Wurzel g der Con- 
gruenz ocP^^ ^ 1 (mod. p) ersetzt wird. Für zwei Zahlen h, k, 
deren Summe durch p — 1 nicht theilbar ist, werden wir dem- 
nach haben: 

(10) 1/; (Ä, A:, g) = V^^' i^^- ^-i^+A) ind. (1+/*). 

Indem wir nun h und A: als positive Zahlen voraussetzen, 
welche kleiner als p — 1 sind, unterscheiden wir zwei mögliche 
Fälle: entweder ist h -}- k <C p — 1. und dann ist, wenn wir 
n = p — 1 — h — k setzen, n ebenfalls kleiner als j^ — 1, ebenso 
auch h -]- n = p — 1 — k. Alsdann kann man setzen : 

'?/;(Ä, A:, ^) = >^/ '°^- ^~^" '°^- ^^■♦"^'^ (mod. p) 
oder: 

t (Ä, k,g) =^(^^ ' if^ + l)** (mod. p), 

indem man die Summation bis fi = p — 1 erstrecken darf, weil 
das entsprechende Glied der Summe durch p theilbar wird. Denkt 

» 

man sich die Potenz {(i -\- Ip nach d^m binomischen Lehrsalze 
entwickelt, so nimmt diese Congruenz die Gestalt an: 

(1 1) ^ (Ä, ^, ^) ~^fi^ + n,^(i^+"-^ + , . . . + n„^^^(i^+^ +2''^ 

(mod. p), 

in welcher w^, «2? • • • • w«-i die ßinomialcoefßcienten der n'^ 
Potenz bezeichnen. 

Hier wollen wir nun bemerken, dass ^^(i'' entweder der Null 

1 
oder der negativen Einheit (mod. p) congruent ist, Letzteres, wenn 
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it durch p — 1 theilbar ist, nach dem F er mat 'sehen Lehrsatze, 
Ersteres, wenn k nicht durch p — 1 theilbar ist, deshalb, weil dann 

^^^ = ^y i"<i/" = ^/^ (mod. p) 

k{p-i) _ j 
und die letzte Summe gleich - — r , folglich der Null con- 

gruent ist. 

Da nun h -\- n < p — 1 ist, wird der Exponent in keiner der 
Summen, welche die Congruenz (11) enthält, durch p — 1 theil- 
bar, und daher 

'i\> (Ä, k, g) ^0 (mod. p) 
sein. 

Oder es ist ä + /r > p — 1, während es doch <2(p — 1) 

sein muss; setzt man dann n = 2 (p — 1) — h — Ar, so wird 

n <. p — 1, aber n -{- k = 2 {p — 1) — k zwischen p — 1 und 

2 (p — 1) enthalten sein. Da jetzt wieder 

^ (Ä, Ar, g) =^ii^ {(i + 1)« (mod. p) 

gesetzt werden kann, und in den Summen, welche die daraus 
hervorgehende Congruenz (11) enthält, nur ein Exponent durch 
p — 1 theilbar wird, nämlich derjenige Ä-f-n — s, welcher gleich 
p — 1, oder für welchen s=p — 1 — k ist, so wird nach der vor- 
her gemachten Bemerkung 

1/; (Ä, Ar, g) = — Up-i^k (mod. p). 

Hiernach ergiebt sich der Satz: Jenach dem in der 
Function i|; (ä, k, g) die Summe der beiden Zahlen h 
und k kleiner oder grösser iat als p — 1, während sie 
selbst kleiner als p — 1 vorausgesetzt sind, ist 

^ {k. k.g) = - n(p-i-yt).n(a- i=;fc)) ' 

wo die Zeichen TL die Producte aller ganzen Zahlen bis 
zu den angedeuteten Zahlen hin bedeuten'^) 



*) S. Jacob i in der Note über Kreistheilung Cr. 7. Bd. 30; vgl. 
Eisenstein in seinem Beweise des cubischen Reciprocitätsgesetzes 
in Cr. J. Bd. 27. 
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3. Von diesen allgemeinen Betrachtungen, welche für das 
Folgende die Grundlage bilden, wollen wir nun zu einigen be- 
sonders interessanten speciellen Fällen übergehen. 

Sei zuerst p von der Form 4n-|-l, sodass p — 1 den Factor 
4 hat, den wir für e nehmen. Dann entspringt aus der Formel 
(7), wenn man beachtet, dass a als primitive vierte Einheits- 
wurzel die imaginäre Zahl t ist, die folgende: 

(12) p= K'j-lnd.Ou+iu') . V,~lnd.Cu4-iU^ 

/* = ! M = l 

Unterscheiden wir die Fälle, in denen ini. {/i -{- (i^) einer 
der Zahlen 0, 1, 2, 3 (mod. 4) congruent ist, und bezeichnen mit 
Af^, A^, A2, ^3, wie oft jeder dieser Fälle sich ereignet, so wird 

(13) ^^ + ^^ + ^^ + ^3 = p_2 
und 

(14) ''^a-ind. (^+M«) = A,^A2 + i [A, - A,) 

/* = ! 

sein. Setzt man daher Aq — A2^= a, A^ — A^=b, so ergiebt 
sich aus (12): 

(15) p = «2 + b\ 

d. h. der berühmte Satz der höheren Arithmetik: Jede Prim- 
zahl von der Form 4n -{- 1 kann als Summe zweier 
Quadratzahlen dargestellt werden. 

Wenn so von diesem arithmetischen Satze ein einfacher Be- 
weis aus der Kreistheilung gewonnen wird, liefert dieselbe noch 
den nicht zu unterschätzenden Vortheil, dass man die Werthe 
der ganzen Zahlen a, b nach der früher angegebenen Methode 
mit Leichtigkeit berechnen kann. Um ein Beispiel zu betrachten, 
sei p= 13. Nimmt man ^ = 6 als primitive Wurzel, so er- 
hält man: • 

f» = l, 2, 3, 4, 5,6, 7,8,9,10,11,12 

ind. |x = 0, 5, 8,10, 9,1, 7,3,4, 2,11, 6 
ind. II + ind. (1 + ^) = 5, 13, 18, 19, 10, 8, 10, 7, 6, 13, 17, 
ind. ft + ind. (1 + ft) = 1, 1, 2, 3, 2,0, 2,3,2, 1, 1 (mod. 4) 

also: 

^iind-Ou+M») = 1 -j- 4i + 4t2 + 2i3 = — 3 + 2f , 
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« =* — 3, b^2 

und: 

13 = 32 + 22. 

Ein zweites ßeispiel sei p = 17. Für die primitive Wurzel 
^ sss 3 ßndet man : 

11= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9,10,11, 

12, 13, 14, 15, 16 

ind. (1=0, 14, 1, 12, 5, 15, 11, 10, 2, 3, 7, 

13, 4, 9, 6, 8 

ind. |x + ind. (i + fi) = 14, 15, 13, 17, 20, 26, 21, 12, 5, 10, 20, 

17, 13, 15, 14 
ind.|» + ind. (l+fi)EE: 2, 3, 1, 1, 0, 2, 1, 0,1, 2, 0, 

1, 1, 3, 2 (mod. 4). 

Daher ergiebt sich: 

/4 = 15 

yr,Mnd.Cu+^') = 3 _j_ 6/ + 4 |2 + 2/3 = — 1 + 4 /, 

/* = ! 

ö= — 1, 6 = 4 

und 

17 = 12 + 42. 

4. In der Zerlegung 

p = X- -f- y- 

einer Primzahl ;> von der Form 4n -f- 1 muss eins der Quadrate 
nothwendig gerade, das andere ungerade sein. £s besteht nun 
der Satz, dass eine solche Zerlegung eine völlig be- 
stimmte ist, oder dass es nur eine einzige Zerlegung 
dieser Art giebt. Hiervon wird später ein aus allgemeineren 
Principien geschöpfter Beweis gegeben werden, hier mag der fol- 
gende seiner Einfachheit wegen Platz finden. Angenommen, man 
habe auch noch 

und a:2, |2 seien die ungeraden, y\ if die geraden Quadrate beider 
Zerlegungen, so ist leicht zu sehen, dass ^^ =s x\ ri'=^y^ sein 
muss. Denn aus den beiden Zerlegungen folgen die drei Glei- 
chungen : 

pW — u^) = [xn + yl) [^n — yl); 

da wegen der letztern einer der Factoren x)] -\- y^, xt] — y^ 

Bachuann, Lehre d. Ereisth. 9 
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durch p theilbar, wegen der beiden erstem jeder derselben aber 

offenbar kleiner als p sein muss, so muss einer von ihnen gleich 

Null sein, was sofort die beiden Gleichungen rf^ = tf^, also 1^ = oc^ 

zur Folge hat. 

Wird nun aber auf irgend einem Wege p als die Summe zweier 

Quadratzahlen : 

p = a:^ -f- y2 

gefunden, so entsteht die Frage, welches der beiden Quadrate 
das gerade, welches das ungerade s6i, und, da zwei Zahlen von 
gleichem Werthe, aber entgegengesetzten Vorzeichen dasselbe 
Quadrat haben, bleibt ferner zu untersuchen, ob die Zahlen oc, y 
positiv oder negativ sind. Wir wollen diese Untersuchung für 
die durch die Formeln der Kreistheilung erhaltene Zerlegung 

p = d'-\- 62 
hier durchzuführen suchen. 

Es ist aber zunächst leicht zu sehen, dass dabei 
a die ungerade, h die gerade Zahl ist. Wir beginnen 
damit, die Summe 

^y'j'ind. ^ +iiid- (1+/*) 
/u = l 

ZU transformiren. Setzen wir in den Formeln (29) und (30) der 
8. Vorlesung h = ^—— und in der letzten sodann einmal fi = l, 

das andere Mal w=2, so erhalten wir, da co ^ est, o * = — t ist, 

(16) (,-,^).(_,-,r) = (-l)* .p 

(17) t/;^ (,)=__, ^.^ (,) = ____. 

Die letzte dieser Formeln kann man auch folgendermassen 
schreiben: 

(18) ^,(,) = ^.(,-).J=i^. 

Nun haben wir in Nr. 3 der vorigen Vorlesung gefunden, dass 
der Werth des Symbols (— 1, r)^ gleich (— 1) ^ p = p ist, da 

n — 1 

hier — ä— gerade vorausgesetzt ist; wenn man daher die Gleichung 

(16) berücksichtigt, so nimmt die letzte Gleichung folgende Ge- 
stalt an: 
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2-1 

(19) ' ^2 ('•) = (- 1) * ^1 (0 

und giebt, wenn man für "tpi (i), tjj2 (i) ihre Ausdrücke nach 
Gleichung (28) der vorletzten Vorlesung setzt, die bezweckte 
Transformalion: 

(20) 'V^fi"d..«+ind. (1+/U) = ( 1) ^ J ^^ ,ind./t+2ind.(H-^) . 

Aus dieser Gleichung, in welcher die linke Seite in der 
vorigen Nr. gleich a + 6 1 gesetzt worden ist, folgt nun zunächst, 
mit Vernachlässigung von Gliedern, welche den Coefficienten 2 
haben, die Congruenz: 

a + 6 f = >^ i^^d /* (mod. 2) , 

denn, da |ind.^-f2ind.(i+/*) entweder gleich i^^/» oder gleich — i*"^i" 
ist, kann man allgemein 

jind. /1-1-2 ind. (1+/*) ___ jind.fi I 2 £ , |ind./u . 

setzen, worin s die Null oder die negative Einheit bedeutet, je 
nach den beiden möglichen Fällen. Nun beßnden sich in der' 

Reibe 1, 2, 3, . . . p — 2 nur - quadratische Reste, weil — 1 also 

auch p — 1 quadratischer Rest von p = A n -{- 1 ist, (nach 

Gleichung (7) der vorigen Vorlesung), die übrigen —^ — Zahlen sind 

quadratische Nichtreste, der Index von jenen ist eine gerade, der 
Index von diesen eine ungerade Zahl (nach Nr. 2 ebendaselbst), 
also findet man leicht: 

a + bi = ^ + t.^=l (mod. 2), 

woraus a als die ungerade, b als die gerade Zahl sich 
ergiebt. 

5. Es kann aber sogar noch weiter festgestellt 
werden, welchen der Reste -|- 1 oder — 1 die Zahl a, 
durch 4 getheilt, lässt. Setzen wir zu diesem Zwecke die 
Summe 

"^ ,ind./<4-2 ind. (1 +ju) 

9* 
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in die (^orm: 

sodass 

X = ind. (i ^ k = ind. (1 + ft) 

ist, so muss diese neue Summe über alle Werthe von k aus der 

Reihe 0, 1, 2, .... p — 2 bezogen werden, den einen Werth ^—5 — 

ausgenommen, welchem (i = p — 1 d. i. ein Werth entsprechen 
wurde, der in der ersten Summe nicht mehr zu nehmen war; 
jedem Werthe von X entsprechend ist k so zu bestimmen, dass 
die Congruenz 

g^ ^1 + g^ (mod. p) 

erfüllt wird. Wenn nun 

gesetzt wird, so fmdet man a, wenn man X nur die geradzahligen 
Werthe annehmen lässt, welche ihm zukommen, es wird also: 

(21) a = ^{- lf+'' . 

wenn man A' alle Werthe 0, 1, 2, ... . —^ beilegt, mit Ausnahme 

von —T — , und k jedesmal durch die Congruenz 

(22) g^^ - l + g^^' (mod. p) 

bestimmt. Sieht maii zunächst von dem Werthe A' = ab, so 
lassen sich die übrigen zulässigen Werthe in Paare ordnen von 

der Art, dass die Werthe eines Paares A' und — ;: X' sind, und 

n — *» 

X' die Werthe 1, 2, 3, ....—, - anzunehmen hat. Sind k^ und k' 

4 

die zu einem Paare gehörigen Werthe von k, so findet man 

/•+*' - (1 + 9^^) (1 + g-^') EE g-^^' (1 + g^^y (mod. p) . 

d. h. Q^-^^' ist einem Quadrate (mod. p) congruent, folglich 
k^ + Ä:' eine gerade Zahl oder k^ e= k' (mod. 2). Für r = 
liefert die Congruenz (22) g^ ^2 (mod. p) ; nun ist (siehe weiter 
unten in Nr. 3 der 15. Vorlesung) Zwei quadratischer R^st 
oder Nichtrest von p, mit andern Worten: k gerade oder un- 
gerade, jenachdem p die Form Sn -}- 1 oder 8n -f- 5 hat; das 

entsprechende Glied der Summe (21) kann also durch ( — 1) ^ 
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ausgedrückt werden. Fasst man von den übrigen immer die 
beiden Glieder 

(- 1)^'+^ ,{-!)' 
zusammen, welche einem der bezeichneten Werthepaare von l' 

entsprechen, und welche gleichen Werlh haben, da ^— ^ — gerade, l' 

ft 

aber mit — H, Ifi mit U gleichartig, nämlich gleichzeitig gerade 
oder ungerade ist, so ergiebt sich: 

« = (-1) ^ + 2 .2(- 1)''+* 

wenn jetzt die Summe über alle Werthe ^' = 1,2,3,.... "" 

erstreckt wird. Offenbar kann man daher, wenn mit A die An- 
zahl bezeichnet wird, welche angiebt, wie oft "^ '\- k eine un- 
gerade Zahl wird, jetzt 

setzen. Diese Gleichung, als Congruenz (mod. 4) aufgefassl, liefert 
in beiden Fällen, für ;> = 8n -f- 1 wie für p = 8n -(- 5, das- 
selbe Resultat, nämlich: 

a ^ — 1 (mod. 4) . 

Daher erhält man aus Gleichung (20): 

a = — (— 1) ^ (mod. 4) 

d. h. a ist von der Form 4n--l, wenn p—l (mod. 8), 
von der Form 4n + 1, wenn p __ 5 (mod. 8) ist, wie es 
an den beiden in Nr. 3 gegebenen Beispielen sich bestätigt. 

6. Durch diese Betrachtungen wird a priori über 
die Frage entschieden, mit welchem Vorzeichen be- 
haftet die Basis des ungeraden Quadrates in der Zer- 
legung- von p durch die Methode der Kreistheilung 
erhalten wird. Bezeichnet nämlich p := A '\- B die völlig 
bestinunte Zerlegung von p als Summe einer ungeraden Quadrat- 
zahl A und einer geraden Quadratzahl B, und a die positive 
Basis der erstem, so wird man, um daraus a zu erhalten, diese 
mit einem solchen Vorzeichen nehmen müssen, dass sie die Form 
4« — 1 oder 4« + 1 annimmt, je nachdem p von der Form 

8/1 + 1 S^^^^ 8 w 4" ^ 's^' 
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Z. B. Ist 37 = 1 + 36; da 37 die Form 8n + 5 hat, wird 
die Kreistheilung die Zerlegung 37 ==; «^ + *^ liefern, in \ielcher 
a = + 1 ist. 

Ferner ist 41 = 25 + 16 und von der Form 8n + 1. also 
wird man aus der Kreistheilung die Zerlegung 41 =: a^ -|- ^^ 
finden, worin a = — 5 ist. 

Ueber das Vorzeichen von b kann ohne Weiteres, 
derNatur der Sache nach, nicht entschieden werden, 
da dasselbe von der willkürlichen Wahl der primi- 
tiven Wurzel g^ auf welche in den obigen Summen die 
Indices bezogen sind, in der Art abhängt, dass es in 
das entgegengesetzte übergeht, wenn man g durch 
eine passende andere primitive Wurzel ersetzt. Um 
dies in der einfachsten Weise zu übersehen, wollen wir in dem 

Ausdrucke '^ (h, k, g) der Nr. 2 h = ^-^— , k = ^-^ — setzen, 
wodurch 



p-1 p-\ p-l 

wird. Da aber g * resp. den Zahlen 1 , ^ , — 1 , — g 
(mod. p) congruent wird, jenachdem ä = 0, 1, 2, 3 (mod. 4) ist, 
so ergiebt sich offenbar. 

^ (^' 'S-' '9) = ^« + ^'^^- ^^ - ^3 9"^ 

oder 

'^ (^-^ f ^^ >9\ = a + f>g^ (mod. p), 
wenn Aq, A^, A.^^ A^, a, h dieselben Zahlen bedeuten, wie in Nr. 3. 
Andererseits ist nach dem Satze in Nr. 2 ij^ \—r~ » ^^~Y~ »- ö' ) = ö 

(mod. p), da ^—r 1- ^-0— < p — 1 ist, demnach ergiebt sich 

(23) a + 6^ * =0 (mod. p). 

Hieraus erhellt jene Abhängigkeit; die, von g verschiedenen 
primitiven Wurzeln y zerfallen nämlich in zwei Klassen, für deren 
eine y = ^^+^ ist, während die andere der Congruenz y = §[^«+3 
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(mod. p) genügen. In der That, wenn g^ eine primitive Wurzel 

ist, so ist g"^ = gP-^-^ offenbar auch eine, von den beiden 

Zahlen l und p — 1 — X aber ist eine stgts von der Form 

An -\- 1, die andere von der Form 4n + 3. — Jenach diesen 

beiden Arten primitiver Wurzeln wird aber die Congruenz (23), 

wenn man g durch y ersetzt, übergehen in: 

Pul 
a + by ^ Ei^O 
oder in: 

a — by =0 . 

7. Die Congruenz (23) dient aber nicht allein dazu, das 
Vorzeichen von b, sondern auch dazu, in Verbindung mit einer 
andern ähnlichen Congruenz die Zahlen a, b selbst zu bestimmen. 
Setzt man nämlich in dem allgemeinen Ausdrucke für if; {h, k, g) 

Jetzt Ä = 3 . ^ "7 , k = ^"7 , so kommt: 



/ 1 t \ f^^J^ / 3.^— ;-\i 



= a — bg (mod. p); 

andererseits wird nach dem Satze der Nr. 2, da ä + A: = 5 . ^— ^ — 
also > p — 1 ist, 

p + 1 „ p—l 

^ — — ^ . • . , «j • ^^^— — 

j (mod. p) 



4 

sein. Da 

—2-= 2~'~2~= 2 '••••"^- 4 - 4 l""®"-^;' 

so lässt sich die rechte Seite dieser Congruenz auch auf die 
Form bringen: 



'-" (n^T 



p-1 p—l 



(26) b.g* = {-!)* . i 4 wp _ IX 2 (mo«'- P) ■ 
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sodass man findet: 

(24) a - ftj,- - = (- 1) * ^i^„ _ t( , mod. p). 

(rrv) 

Aus den beiden Formeln (23) und (24) ergiebt sich durch 
Addition : 

(25) « ^ {- 1) * -^ ^i-^p-ty (■"Od. p) 

[11 i ) 
und durch Subtraction: 

Hier kann man noch bemerken, dass aus Wilson 's Satze: 
1.2.3....(p— 1)=— 1 (mod. p) 
und den Congruenzen: 

p-l,-_l,p_2 = -2,..,. ^- = - ^-^- mod. />), 

da ^-j^— gerade und g ^ ^ — 1 (mod. p) ist, sich die folgende 
Beziehung: 

also 

(27) 1.2.3 ^-^ ~ + ^^ (mod. p) 

ableiten lässt, in welcher das positive oder negative Vorzeichen 
der Wahl von g gemäss genommen werden muss. W^endet man 
diese Beziehung an, so findet man aus (26): 

(28) ±2^-(/7 "'-?-')'= (- 1) ' («'Od. p). 

wo das Vorzeichen dem Vorzeichen in (27) correspondirt. 

Die beiden Formeln (25) und (28) sind sehr interessant, 
weil sie lehren, eine Zerfällung der Primzahl p in die Summe 
zweier Quadrate direct zu bestimmen. In der That, durch diese 
Formeln sind nicht allein die Reste von a, 6 (mod. p), sondern 
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diese Zahlen selbst vollkommen bestimmt. — Es ergiebt sich näm- 
lich leicht aus der Formel p = a^ -\- ö^, dass a und b den abso- 

luten Werlh ^—^ — nicht übersteigen dürfen. Denn a^ =^ p — b^ 

ist < /? — 1; wäre aber a = + y~^ h ^y während d posi- 
tiv ist» so ergäbe sich a^ > p — 1, und ähnlich ist es mit b. 
Hieraus folgt, dass a, b die absolut kleinsten, zv\ischen — ^ T" 

und + ^— — enthaltenen Reste sind, welche den Congruenzen 

(25) und (28) Genüge leisten. 

Wir fassen die letzten Resultate in folgenden Satz zusammen: 
Bestimmt man die Zahlen a, b als die absolut kleinsten 
Reste, welche den Congruenzen 

(mod. p) 

Geaüge leisten, so erhält man unmittelbar die Zer- 
legung von p in die Summe zweier Quadratzahlen, 
nämlich 

p = «2 _j_ ^2 

Dieser Satz, in ein wenig anderer Gestalt, ist zuerst von 
Gauss in seiner ersten Abhandlung über die biquadratischen 
Reste ^) angegeben worden. Er bemerkt daselbst noch, dass» 
während über das Vorzeichen von a in der vorher ausgeführten 
Art entschieden werden kann, ein ähnliches Criterium zur Be- 
stimmung des Vorzeichens für die Basis des geraden Quadrates 
ihm nicht bekannt sei. Während ein solches auch bis jelzt, soviel 
ich weiss, nicht für jeden Fall aufgefunden ist, werden wir auf 
ein, für den Fall /? = 8n + 5 von Stern angegebenes Crite- 
rium bei einer späteren Gelegenheit zurückzukommen haben. 



*] Gauss, theoria residuorum biquadraticorum commeDtatio prima, 
in seinen Werken Bd. IL Derselbe Satz findet sich auch bewiesen in 
Cauchy^s m(^m, sur la th^orie des nombres pag. 728, sowie in 
Lebesgue, recberches sur les nombres, in Liouv. J. Bd. 2 pag. 283. 
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Elfte Vorlesung. 
Fortsetzung: Die Fälle p = 6n -{- l und p = 8n -\- 1. 

1. Wir setzen, um eine zweite Anwendung der in 
der vor. Vorl. entwickelten Principien zu machen, 
p von der Form 6n -{- 1 voraus, sodass p — 1 den Factor 3 
hat, der jetzt für e genommen werden soll. Dann liefert die 
Formel (7) die folgende: 

fi = p — 2 /i = p — 2 

(1) p = <^ ^iBd.(/4+/*') . y^ ^-ind>+iU') , 

wenn man mit q eine imaginäre cubische Einheitswurzel be- 
zeichnet. Die beiden Summen sind resp. gleich 

wo Jq, A^, A^ die Anzahl bezeichnen, wie oft ind. [ij/l + f*^) einer 
der Zahlen 0, 1, 2 resp. (mod. 3) congruent ist^ sodass die 
Gleichung besteht: 

(2) ^0 + ^1 + ^2=^-2. 

Da aber q die Gleichung 1 -f- ^ + ^^ ?= befriedigt, kann man 
die Summen in der vorigen Zerlegung auch auf die Form 

a -\- hq und a + hq'^ 

bringen, worin a, b wieder ganze Zahlen, nämlich 

(3) a = Aq — A2, b = A^ — A2 

sind, und da das Product jener Werthe nach der Gleichung 
1 + ^ + ^^ = die Form «^ — ab -^ b'^ annimmt, so erhält 
man wieder einen interessaulen Satz der höheren Arithmetik; 
Jede Primzahl von derForm ßn -\- 1 kann in die Form 
a^ — ab -\- b^ gesetzt werden. 

Derselbe kann noch in einer etwas verschiedenen Gestalt 

ausgesprochen werden. Da nämlich q = -^ ,P^= ^ 

gewählt werden darf, so gehen die Ausdrucke a -{- bQ, a -{- bQ^ 

. A + bV^^ a — bV^^ . 

in — ^— ^ , resp. über, wenn 

(4) A^2a — b, B = b 
gesetzt wird, und aus (1) folgt die Gleichung: 
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(5) ip = A^-\-3B^, 

d. h. der Satz: Das Vierfache jeder (ungeraden) Primzahl 
von der Form 6n -)- 1 kann als Summe aus einem ein- 
fachen und einem dreifachen Quadrate dargestellt 
werden. 

Nehmen wir wieder als Beispiel p = 13. In diesem Falle 

findet man: 

M = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 

ind. fi = 0, 5, 8, 10, 9, 1, 7, 3, 4, 2, 11, 6 

Ind. {fi + (i^) = 5, 13, 18, 19, 10, 8, 10, 7, 6, 13, 17 

ind. (ft + fi2) = 2, 1, 0, 1, 1,2, 1,1,0, 1, 2 (mod.3), 

also 

fi = n 

/* = ! 

a = —l, 6 = 3, ^ = — 5, i? = 3 
und die Zerlegungen: 

13 = 12 + 1 . 3 + 32, 4 . 13 = 52 + 3 . 3^ 
Wird zweitens /> == 19 gewählt, so wird gefunden, wenn für 
die primitive Wurzel g die 2 genommen wird: 

fi = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 
13, 14, 15, 16, 17, 18 
ind. ^ = 0, 1, 13, 2, 16, 14, 6, 3, 8, 17, 12, 15, 
5, 7, 11, 4, 10, 9 
ind. {(i + (i^) = 1, 14, 15, 18, 30, 20, 9, 11, 25, 29, 27, 20, 

12, 18, 15, 14, 19 
ind. {fi + fi^) = 1, 2, 0, 0, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 0, 2, 

0, 0, 0, 2, 1 (mod. 3), 

also 

/i=n 

2'9i"d.(/*+/*') = 8 + 3^ + 6^2 = 2 —3^, 

a = 2, 6 = — 3, A = 7, J9= — 3 

und die Zerlegungen: 

19 = 22 + 2 . 3 + 32, 4 . 19 = 72 + 3 . 32. 

2. Um zu untersuchen, welchen Rest die Zahl a 
(mod. 3) las st, gehen wir aus von der Gleichung: 

(ö/, r) = ^co^'P^A* . rf* 
/* = ! 
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und setzen darin successWe h == ^^, wodurch «* = p vird. und 
A 3=== 2 . ^.— , so entstehen die beiden Gleichungen : 

(6) (g, r) = V^iBd.|u , rf*, (p^ r) = V?*^^'* • rf". 

Ferner Gndet man aus Gleichung (34) der 8. Vorlesung Tür 6=3, 



/ = ^-r— und « = ^ folgendes Resultat : 



oder vielmehr, da ^-r— gerade ist. 



(^, r)3 = (- 1) ^ p ipj (^), 



(^, rf = p. % (q), 

3 



während bei der Voraussetzung h = ^— aus den Formeln (28) 



und (30) ebendaselbst 

hervorgeht. Die vorletzte Gleichung kann demnach auch so ge- 
schrieben werden: 

(7) {Q,r)^=p{a + hQ), 

wenn a, b dieselben Zahlen bezeichnen, wie zuvor. 

Endlich giebt die Gleichung (29) der 8; Vorlesung unter der- 
selben Voraussetzung die Relation: 

p-i 

(8) (q, r) . {q^ r) = (- 1) ^ p, 
aus welcher man mit Rucksicht auf (7) und, da 

P = (« + ^9) (« + ^Q'^) 
gefunden worden ist, 

(9) {Q\rf=p{a + bQ') 
erhält. 

Nun liefert die Erhebung der ersten der Gleichungen (6) 
zum Cubus folgende Gleichung: 

{q, r)3 = V^^SiDd./. ^ pfi -|_ 3 . f^, 
in welcher W eine ganze Function von r mit ganzzahligeu com- 
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fi=:p~2 p — 1 






l4=p-2 P--1 



Da aber g resp. den Zahlen 1, y , g (mod. p) congruent 

ist, jenachdem k^O, 1, 2 (mod. 3) ist, und da die Congruenz 
staltfindet: 

(12) g' ^ + ^ ' + 1 - (mod. p), 
so reducirt sich offenbar jene Summe (mod. p) auf 

3 3 "~3~ 

^o+^i9 + ^2Ö^ = « + & . ^ (mod. p), 

wenn ^q. A^, Ao, a, & dieselben Zahlen sind, wie im Vorhergehen- 
den. Da andererseits wegen der Bedingung ä + ^ < P — 1 ^^'^ 
Ausdruck i/; (y^, Ar, ^) durch p theilbar ist, findet sich 

(13) A^ + A^g^+A^g' ^ = a + b . g "^ = (mod. p)' 

Wenn dagegen ä = 2 . ^"7" , k = 2 . ^~- gesetzt wird, 
also Ä + A: > p — 1 ist, so ergiebt sich 




3 ' 3 

(mod. p), 

und nach dem Satze in Nr. 2 der vorigen Vorlesung folgende 
Congruenz : 

n 



2.P=J ?=i 2.?zi 112."-^ 



3 1 j 3 _ , , 3 



(14) A^ + J,g ' +J^g' = a + bg '= — 



(mod. p). 

Mit Rucksicht auf die Gleichungen (4) schliesst man aus 
den Congruenzen (12), (13) und (14) die folgende: 

welche vermittelst der Congruenzen: 
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P-i+l^_ tri. 2/-=i+2^-(£ri_ i).....p_i 

(mod. p) 



2- 3 



auch so gescbrieben werden kann: 

(16) A {YT^y = _ I7(p-1) = + r (mod. p\ 

und dann den später zu benutzenden Satz lehrt, dSiss 
die Zahl A cubischer Rest von p ist. In der That, man 

kann z so wählen, dass z . / l\ ~Z ) ^ ^ (mod./?) wird; durch 

Multiplication der Congruenz (16) mit z^ ergiebt sich dann aber 
A^^ z^ (mod. p), d. h. A als Rest eines Cubus. 

Der Congruenz (13) kann man nachstehende Form geben: 

A + B(l'\-2g^\=0 (mod. p) 
oder auch wegen (12) folgende Form: 

(17) ^ + ^^^3_/ 3^ = (mod.p), 

welche je nach der wilikörlich getroffenen Wahl der primitiven 
Wurzel g das Vorzeichen von B bestimmt; denn es ist leicht zu 
sehen, dass dies Zeichen sich verändert, wenn man statt g eine 
andere primitive Wurzel y passend wählt. In der That, alle 
übrigen primitiven Wurzeln zerfallen in zwei Classen, jenachdem 
ihr Index von der Form 3n + 1 oder 3n -f- 2 ist, und dass es 
in jeder dieser Classen wirklich primitive Wurzeln giebt, folgt 
daraus, dass ff±^ eine primitive Wurzel ist, wenn k gegen p — 1 
prim ist, und dass dann k durch 3 nicht theilbar ist, also stets eine 
der beiden Zahlen k und p — 1 — k die Form 3 n + 1 , die 
andere die Form ^n -\- 2 haben muss. Ersetzt man nun in (17) 
g durch eine primitive Wurzel y der zweiten Classe, so ergiebt 
sich leicht: 

A — bU^— y^\=0 (mod. p), 

wie behauptet wurde. 

Durch die Congruenzen (16) und (17) sind nun die Zahlen 
Ay B vollständig bestimmt ; denn, da sie der Gleichung,4p= ^^ _|_ 3^2 
genügen sollen, so können sie numerisch nicht grösser alsp — 1 
sein. Dies erhellt für die beiden ersten Primzahlen von der 
Form 6n + 1, nämlich /? = 7 und p = 13, wenn man ihre 



Zerlegungen wirklich aufstellt: 

4 . 7 = 1- + 3 . 32, 4 . 13 = 5*^ + 3 . 3^; 
jede grössere Primzahl p von dieser Form aber genügt der Un- 
gleichheit 4 < ^ ; da nun ^^ < 4;>, j^- < |p ist, wird auch 

>4*^ < ^, i?- < 4^ . ^ sein müssen; woraus das Behauptete folgt*). 

Auf solche Weise gelangt man zu folgendem Satze, welcher dem 
in Nr. 7 der vorigen Vorlesung ausgesprochenen ganz analog ist: 
Bestimmt man A, B als die absolut kleinsten Zah- 
len, welche den Congruenzen: 

genügen, so zerfällt das Vierfache der Primzahl p von 
der Form Gn + 1 nach der Gleichung: 4p = ^^ + ^^^ 
in die Summe eines einfachen und eines dreifachen 
Quadrates. 

Noch muss bemerkt werden, dass sich wieder a priori an- 
geben lässt, mit welchem Vorzeichen die Basis des eiufachien 
Quadrats durch diese Methode erhalten wird; denn, da A=2a — b 
ist, folgt aus den Congruenzen a ^ — 1, 6 e^ (mod. 3) die 
dritte: A^^-\-l (mod. 3j, welche das fragliche Vorzeichen bestimmt. 

Dieser Satz ist bereits in Grelle 's J. Bd. 2 in einer kleinen 
Abhandlung (de residuis cubicis commeutatio numerosa] von 
Jacobi ausgesprochen worden. Er findet sich ferner bewiesen 
in Gauchy's mem. sur la theorie des nombres, pag. 725, und 
in Lebesgue's recherches sur les nombres in Liouv. J., Bd. 2, 
pag. 279. Vgl. auch Stern in Gr. J, Bd. 7, pag. 104, Glausen 
ebend. Bd. 8, pag. 140, sowie die Bemerkungen von Stern zu 
dieser letzten Notiz, ehendas. Bd. 9, pag. 97. 

4. Endlich wollen wir die Primzahl p von der Form 
8n + 1 voraussetzen. Da sodann p — 1 den Theiler 8 hat, 
dürfen wir diesen für e wählen, und erhalten, wenn wir in der 

Formel (G) voriger Vorlesung w = 4, h = f= --g— und G/=^a 

setzen , sodass a eine primitive Wurzel der Gleichung o:^ = 1 



*) Es folgt auch daraus, dass ^* < 4/> — 27 ist, was in der Form 
^ (2?2 — (p — 8)* — 44) geschrieben werden kann. S. Cauchy, mem. s. 
la th. des nombres. 
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Und «^ = — 1 wird, die Gleichung: 

(18) />= ^c^Jid.fi+3iJid.{l+fi) ^ "y^a- ind.^-3ind. (l+/i) , 

worin die erste Summe den Werlli des Ausdrucks 

(19) ^4W= ^"-';i;?^^ 

repräsentirt. Mullipliciren wir den letzt ern im Zähler und Nenner 
mit («^ r) . [a', r), so kommt: 

«1. (r,\ ^^ («^ r) . (tt^ r) (g, r; . (a\ r) 

Nun liefert die Formel (29) der 8. Vorlesung, wenn darin 
snccessive h^^fundi h =.3/* gesetzt wird, die beiden Gleichungen: 

(20) («, r) . (a\ r) = (— 1)^ . p, (a^ r) . {a\ r) = (^ 1)V . p, 
aus denen man schliesst, dass die vorige Gleichung einfacher 

^ („) = (5!!i£)_(^iL) 

d. h. 

(21) W,{^} = %{^') 
ergiebt. Setzt man daher 

oder, mit Rücksicht auf die Gleiciiung a^ = — 1, 

*4 W = iA - A) + Ml - ^5)^ + (^2 - A^«' + (^3 - ^7)«^ 

SO wird 

1^, («») = {A, - A,) + (^3 - ^,) « - (^, - ^«) «2 + (^, - ^,) a». 

und die Vergleichung beider Ausdrucke liefert wegen (21) die 
Beziehungen : 

(22) ■ A^-J^^O. A,~A,^A^-A,. 
Wenn also zur Abkürzung geschrieben wird: 

(23) Aq^ A^ = a , A^ — A^ = A^ — A^ = b , 
so findet man 

1^4 (a) = a + 6 (of + «3) ^ 
also auch, da a~* =»= «^ __ — ^^3^ ^^—2 = «-^ = — « ist, 

% (cr-^) = a — 6 (a + "") 
und endlich aus (18) die Gleichung 

p = a} — l)^ (a + ft3\2 

Bachhank, Lehre d. Kreisth. 10 
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Diese vereinfacht sich, wenn man hemerkt, dass 

(a + «3)2 == «2 + 2^4 + «6 = «2 _ 2 -_ «2 = _ 2 

ist, und nimmt dann die Form an: 

(24) p = a'^ + 2bK 

Ist also p eine Primzahl von der Form 8w + 1, so 
kann sie stets als die Summe aus einem einfachen 
und einem doppelten Quadrate dargestellt werden. 

5. Der Satz in Nr. 2 der vor. Vorl. gestaltet nun wieder, 
die Zahlen a, b, aus deren Quadraten p zusammengesetzt ist, 
direct zu bestimmen. In der That^ setzen wir in der Function 
if; {h, yt, g) zunächst h ==f, k = 4: f, so ergiebt sich, dai h-\-k=5f 
also < p — 1 ist, nach dem ersten der dort unterschiedenen 
Fälle 

i/;(/*, 4/*,$f)-0 (mod.p), 
während andererseits 

(25) ^ {f^4f^ g) -^^/Kind./.+3ind.(l+/.)) (mod.p) 

ist. Gehen nun die Zahlen A^, A^, . , , , A- resp. an, wieoft 

ind. ft+ 3 ind. (1 + i») den Zahlen 0, 1, .... 7 (mod. 8) con- 

gruent wird, so sind sie mit den in der vorigen Nr. ebenso 

p — 1 

bezeichneten Zahlen identisch, und da ausserdem g^^= g ^ ^ — 1 
(mod. p) ist, wird die Summe auf der rechten Seile der Congruenz 
mit Rücksicht auf die Gleichungen (22) und (23) leicht dem 
folgenden Ausdrucke : 

(26) a + b(gr+g^r) 

(mod. p) congruent gefunden. Also erhält man 

(27) a + b{gr+ g^r) = o (mod. p) . 

Wenn zweitens in i/; (k, k, g) für h, k die Werthe lf,Af ge- 
wählt werden, folgt nach dem zweiten Falle desselben Satzes 

t {7f, if, g) = - n^^f. (mod.p); 
andererseits ist 

1/; [1 f, 4f, g)= 'V^^/T(7ind./*4-5ind,(l+Ai))= 'V^7/(ind./i4-3ind.(l+Ai)) . 

Da diese Summe aus der in (25) enthaltenen hervorgeht. 
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wenn g durch g^ ersetzt wird, und g^^ = g^f , g^^ ~ — g^^, 
g^V= g^f = — gf ist, findet man nach dorn Ausdrucke (2G) jener 
Summe die Beziehung: 

^ [If, ^f,g)=a^b (gf + g^f) (m"od. p) 
und folglich 

(28) « - ft (/ + ff^r) -^ -_ ^^_ (mod. p). 

Aus den Congruenzen (27) und (28) ergiebt sich 

(29) a~ — \, Yff^f ^^^^' ^^' 

und sodann liefert die zweite derselben zur Bestimmung von b 
die Congruenz: 

(30) 6 (/ + ^/) =, I . ^^^ (mod. ;,) . 

Da nun wieder, wie genau durch das in Nr. 7. der vorigen 

Vorl. angewendete Verfahren erkannt werden kann, a, b die absolut 

kleinsten Reste sein müssen, welche diesen Congruenzen ge- 

'nugen» sind sie durch dieselben völlig bestimmt» und man fmdet 

den Satz: 

Man erhält die Zerlegung einer Primzahl p von 
der Form 8« + 1 ^^ ^^^ Summe eines einfachen und 
eines doppelten Quadrates nach der'Formel (24), wenn 
man a, b als die absolut kleinsten Werthe bestimmt, 
welche den Congruenzen 

« = - i • wnh' «• (/ + »"0 = i • nTnfo ('»»''• p> 

Genüge leisten. 

6. Endlich lässt sich durch ganz ähnliche ße- 
trachtungen, als wir bei der Zerlegung von p in die 
Summe zweier Quadrate angewendet haben, nach- 
weisen, dass die so bestimmte Zahl a, welche offen- 
bar ungerade sein muss, durch 4 getheilt, den Rest 3 
lässt, wodurch aber das Vorzeichen der Basis des einfachen 
Quadrates, wie sie der vorige Satz liefert, a priori entschieden 
wird. Geben wir zu diesem Zwecke zunächst dem Ausdrucke (19) 
die andere Gestalt: 

.1, {^\ — («> r) . {a\ r) (a\ r)» 

T4 W — („4^ r) ' («3, r) . («^ r) 

und beachten, dass a'* == — 1, also («'*, r)^ = ( — 1, r)^ nach 

10* 



— — - . und k ist jedesmal durch die Congruenz 
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Nr. 3 der 9. Vorlesung gleich p ist, sowie andererseits die 
Gleichungen (20), so kann man die vorige auch so darstellen: 

(31) ^, («) = (- 1)^ . t/^a W , 

wahrend 

If;^ [et) ='^a*°d.^+4ind.(l+^) 

ist. Schreiben wir einfacher 

«0 A = ind. (t , * = ind. (1 + fi) gesetzt ist, so hat X alle Werthe 
0,1,2, .... p — 2 zu durchlaufen, mit einziger Ausnahme von 

t UHU n i^i jcuc 

gf'^l+g^ (mod. p) 
zu bestimmen. Denkt man sich ferner i\f^ [a) auf die Form 

gebracht, welche es nach der Gleichung 

i/;^ (a) = a + ^ (a + a^) 

haben muss, da es sich von i\fj^ [et) höchstens durch das Vor- 
zeichen unterscheidet, so ist zuerst: 

(32) a = [—lY.A; 

A aber erhält man offenbar, wenn man in der Summe, 
welcher t^f^ [a) gleich ist, X nur alle zulässigen Vielfachen von 

4 oder, wenn A= 4 A' gesetzt wird, l! die Werthe 0, 1, 2, 2f — 1 

mit Ausnahme von /'durchlaufen lässt, wodurch man, da a^"»=-j-l 
oder = — \ ist, jenachdem m gerade oder ungerade ist, 

(33) A =2^- 1)''+* 

findet. Dabei muss A' die angezeigten Werthe durchlaufen und 
k jedesmal durch die Congruenz: 

^^' ^ 1 + g^^ (mod. p) 

bestimmt werden. Ist nun zuerst A' = 0, so wird g^ =. 2 (mod^.), 
und da (nach Nr. 3, 15. V.) 2 quadratischer Rest von p ist, wird 
k gerade, das entsprechende Glied der Summe also gleich + 1 
sein. Die übrigen Werthe von A' können paarweise so zusammen- 
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gefasst werden, dass f — v, f-\-v ein Paar bilden und man 
alle Werthe von A' erhält, wenn v die Reihe 1, 2, 3 .... /* — 1 
durchläuft. Seien k^, k' die zu einem Paare gehörigen Werthe 
des k\ dann ßndet man: 

d. h. ^'^^' ist quadratischer Rest (mod. p), A:^ + A:' gerade und 
k^, k' gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade. Daher lässt 
sich, wie leicht zu sehen, die Gleichung (33) auch folgender- 
raassen schreiben: 

Wenn demnach -N bezeichnet, wieoft der Exponent v -{- U 
ungerade ausfällt, folgt hieraus 

^= 1 + (— \Y . (2/-— 2— 4^), 

also nach (32): 

« = (— 1)^ + 2 (/* — 1) (mod. 4), 

welche Congruenz in beiden möglichen Fällen, ob /* gerade oder 
ungerade sei, wie behauptet worden ist, 

a ZI — 1 (mod. 4) 
ergiebt. 

Zum Schluss mag erwähnt werden, dass die Anzahl a auch 

noch durch eine, etwas von der Congruenz (29) verschiedene 

Congruenz definirt werden kann. Zu der Function if/3 [cc) stehen 

nämlich die Ausdrucke 

^in^ng)^ ^ (7/-, 5/", <;) 

in derselben Beziehung wie die Ausdrücke 

^(/;4/',ör), ^(If.^f.g) 

zur Function ilf^ (a). Verfährt man nun genau ebenso wie in 
Nr. 5, so erhalt man die Congruenzen: 

woraus nach der Gleichung (32) 

^34) 2« = (-!/+'. ^^-3^ (mod. p) • 

hen'orgeht. 
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Die, in den letzten drei Nummern abgeleiteten Resultate 
fmden sich in Jacobi's Abhandlung im Cr. J. Bd. 30*), nur 
die zweite CongruenZ; welche zur Bestimmung von a gefunden 
worden ist, nebst noch einer andern ist von Stern**) an- 
gegeben worden. 



Zwölfte Vorlesung. 
Die complexen ganzen Zalil«n von der Form a -{-bi. 

1. Wir kehren nunmehr wieder zur Theorie der Poteuz- 
reste zurück und beginne» unsere weitern Untersuchun^eh mit 
der Betrachtung der biquadratischen Reste. 

Eine gegenp prime Zahl m heisst biquadratischer 
Rest oder Nichtrest (mod. p), jenachdem dieCongruenz 
X* =^ m (mod. p) möglich ist oder nicht. Die Entscheidung 
dieser Frage kommt hauptsächlich wieder, wie bei den quadrati- 
schen Resten, auf die speciellere zurück, ob eine gegebene 
Primzahl von einer, andern Primzahl biquadratischer Rest sei, 
oder Nichtrest. Als Gauss, welcher zuerst Untersuchungen 
darüber angestellt hat,""*"') diese Fragen in Angriff nahm, boten 
sich ihm zwar für eine Menge specieller Fälle einzelne Sätze 
dar, jedoch konnte er durchaus kein gemeinsames Band zwischen 
ihnen entdecken, wodurch er dahin halte geführt werden können, 
das hier herrschende allgemeine Gesetz aufzustellen. Endlich — 
man vermuthet, dass gleichzeitige Untersuchungen über die Theorie 
der elliptischen Functionen ihm den Gedanken geboten haben — 
fand er das richtige Princip und that einen Schritt, den man 
stets der höchsten Bewunderung wertli halten wird, und welcher 



*) Vgl. auch in the Report of the British Association for the 
advancement of science, Jahrg. 1863, den Report on the theory of 
numbers von Smith, Nr. 121. Cauchy, mem. sur la theorie des 
nombres, note 13. 

♦*) in Grelle 's J. Bd. 32 pag. 89. 

***) In seiner ersten Abhandlung theoria residuorum biquadrati- 
coriira, math. Werke, Bd. 2. 



V 
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gewissermdssen der Zableiilheorie eine ganz neue Welt eröffnet 
hat: er veriiess den Boden der reellen Zahlen und führte die 
sogenannten (ernfachsten) compiexen Zahlen ein, nämlich die 
Zahlen von der Form a + 6/, in welcher a, h reelle ganze Zahlen, 

t aber das Zeichen ]/ — 1 bedeutet. Sobald man diese Zahlen, 
welche bei den gedachten Untersuchungen die Rolle der Elemente 
spielen, in die Betrachtung einführt, nimmt Alles einen ganz ein- 
fachen Character an und gehorcht ganz ähnlichen Gesetzen ; als 
wir sie bei den quadratischen Resten gefunden haben. Hierin 
allein schon liegt die Berechtigung, ja die Nothwendigkeit für 
die Einführung der compiexen Zahlen, auch wenn nicht andere 
Umstände, auf welche einzugehen hier nicht der Ort ist, sie be- 
stätigten. Bemerken wir in dieser Beziehung nur, dass schon 
die Untersuchungen, welche wir in der 10. Vorlesung angestellt 
haben, von einer andern Seite her die Erkenntniss geliefert haben, 
wie die compiexen Zahlen sich naturgemäss der Betrachtung dar- 
bieten, ja aufdrängen. Indem wir sie daher hier den Unter- 
suchungen über biquadratische Reste zu Grunde legen, müssen 
•wir vor Allem die Principien ihrer Theorie entwickeln. Dabei 
dürfen wir die Regeln, nach welchen die einfachsten Rechnungs- 
operationen mit compiexen Grössen zu vollziehen sind, als be- 
kannt voraussetzen und uns hinsichtlich ihrer Theorie auf die- 
jenigen Sätze und Bemerkungen beschränken, welche für das 
Folgende wesentlich sind. Ausführlicheres darüber fmdet man in 
Gauss' 2'^** Abhandlung über biquadratische Reste*) oder in 
Dirichlet's Abhandlung: recherches sur les formes quadratiques 
ä coefßciens et ä indcterminces complexes in Cr. J. Bd. 24, be- 
sonders aber in einem Schulprogramm des College royaf francais 
zu Berlin**), welches eine Dirichlet'sche Vorlesung über die 
Theorie der compiexen Zahlen reproducirt. 

2. 1) Zwei complexe Zahlen a -{- hi und a — hi, welche 
sich nur durch das Vorzeichen von i von einander unterscheiden, 
heissen conjugirte complexe Zahlen und das Product 
derselben : 



*) Theoria residuorura biquadraticorum commentatio II in Gauss' 
W. Bd. IL 

**) Vom Jahre 1863 : Clemens de la th^orie des nombres complexes 

de la forme a -{- b y — 1, d'apres un cours de M. Dirichlet, par 
G. Arendt. 
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(a + bi) {a — bi) = a^ + fe2 

beisst ihre Norm. Diese soll durch N [a •{- bi) bezeichnet 
werden; ofTenbar ist N [a •{- bi) = N [a — bt). 

2) Jede complexe Zahl, deren Norm der Einheit 
gleich ist, soll efue complexe Einheit heissen; aus der 
Gleichung a^ -\- b'^ = 1 findet sich leicht, dass es nur vier 
complexe Einheiten giebt, nämlich +1, — 1» + i» — i- 

3) Die Zwei ist in der Theorie der complexen Zahlen nach 
der identischen Gleichung: 

2 = (! + .•) (1-0 »(1 + 0* 

noch in Factoren zerlegbar. 

4) Eine complexe Zahl a -f- ^t\ bei w elcher a und 
b gerade sind, soll gerade genannt werden. Jede gerade 
complexe Zahl ist also durch Zwei theiibar, und olfeubar auch 
umgekehrt. Eine Zahl a-^-bi aber, bei welcher a und b 
ungerade sind, soll halbgerade heissen; jede halbgeradt; 
complexe Zahl ist durch 1 4* 2' theilbar; denn, setzt man a==2a-{- 1, 
6 s= 2|3 + 1. so findet man 

Ä -f. 61 = 1 -{- ,• + 2 (a + /3/) = (1 + f) (1 + a + |3 + i (/5 — «)). 

Umgekehrt ist jede durch 1 4~ ^ theiibare complexe Zahl 
entweder eine gerade, oder eine halb -gerade complexe Zahl; 
denn, setzt man 

a + öi = (l + 1) (^+ Bi), 

so folgt a = A — B,b == A •{- B, diese beiden Zahlen sind aber 
entweder gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade, da ihre 
Summe 'durch 2 aufgeht. Eine complexe Zahl a -\- bi end- 
lich, in der von den Zahlen a, b die eine gerade, die 
andere ungerade ist, soll ungerade genannt werden. 

5) Multiplicirt man mit den vier Einheiten die complexe 
Zahl a -^^ biy so entsteht eine Gruppe von vier Zahlen : 

a -{- öl, — a — 61, — b •{- ai, b — ai, 

welche associirt genannt werden sollen. 

6) Eine complexe Zahl a -\- bi soll primär heissen, wenn 
a — 1 und b durch 4 gelheill entweder gleichzeitig den Rest 
Null oder gleichzeitig den Rest Zwei lassen. Conjugirte Zahlen 
sind immer gleichzeitig primär oder nicht primär. 

7) in jeder Gruppe associirter ungerader Zahlen 
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a -{- bi, — a — bi, — b-^ ai, b — ai 

giebt es eine primäre Zalil. Ist nämlich etwa a gerade, b uiv 
gerade, so ist eine der Zahlen -f- ^» — ^ v^n der Form 4w + 1, 
die andere von der Form 4;i -f- 3; ist also a durch 2, aber niclit 
durch 4 theilbar, so wird diejenige der l)eiden Zahlen b — ai, 
— b -{- ai primär sein, in welcher der reelle Theil die Form 
4n -|- 3 hat; wenn dagegen a durch 4 theilbar ist, so wird die 
andere jener Zahlen primär, bei welcher der reelle Theil von der 
Form 4n4~ 1 i^^* l^nd ähnlich verhält sich*s in jedem andern 
Falle. Ist b == 0, die complexe Zahl also reell, so reducirt sich 
die Gruppe der associirten Zahlen auf zwei: -f- a und — «, von 
welchen diejenige primär ist, welche die Form 4/i + 1 ^^il^- 

8) Eine Zahl soll als complexe Primzahl bezeich- 
net werden, wenn es nicht möglich ist, sie in zwei, 
reelle oder complexe, Factoren zu zerlegen, welche 
Beide von complexen Einheiten verschieden sind. 

3. Der Grund, warum bei Einfuhrung der complexen Zahlen 
die Lehre von den biquadratischen Resten sich einfacher ge- 
staltet, liegt darin, dass hier die reellen Primzahlen noch nicht 
die einfachsten Elemente der Untersuchung sind , sich vielmehr, 
als complexe Zahlen aufgefasst, noch weiter zerlegen lassen, wie 
dies, soeben für die Zwei schon gezeigt wurde. Die Primzahlen q 
von der Form 4w + 3 behalten freilich auch hier die Bedeutung 

von Primfactoren. Denn, setzen wir 

• 

(1) g^(a + bi)(a + ß,), 

SO ist zunächst zu bemerken, dass in keinem der Factoren die 
reellen Elemente gleichzeitig durch q theilbar sein können ; denn, 
wäre z. B, a=^ a' q,b =^ b' q, so \\ürde 

q = q(a' -^r b' i) [et + /3i), 

woraus auch 

q = q[a: — b' i) (a — ßi), 

also 

g2 == ^2 (^'2 _|_ ^'2) (^2 J^ ^2) 

d. h. a 2 -f 6'2 = 1, «2 _|. |32 = 1 ojer a + ö't, ct + ßi gleich 
Einheiten werden wurden; die Zerlegimg von q in complexe 
Factoren wäre also keine eigentliche Zi;rirgung. Dies voraus- 
geschickt, findet sich aus (1) 

y' = («■- + 1^') («'- + §'). 
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also etwa a^ -f- &^ lu (iiipd. q). Da hier weder a noch h durch 
q tbeilbar sein daif, so bestimme man B, was möglich ist, durch 
die Congruenz h B eeI (mod. g), dann findet man [a B)^ = — 1 
(mod. q) d. h. — 1 wäre quadratischer Rest von q, gegen den 
in Nr. 2 der 9. Vorlesung erhaltenen Satz. 

Dagegen wissen wir aus der Formel (15) der 10. Vorlesung, 
dass jede reelle Primzahl p von der Form 4n + ^ ^" ^^^ Form 
a^ + 6^ darstellbar, also in das Product zweier conjugirt-complexer 
Factoren a -\' hi, a — hi zerlegbar ist. Diese spielen nun aber 
wieder die Rolle von Primfäctoren; denn könnte man weiter zer- 
legen und setzen: 

a + fei = (« + ^/)(« +15-1), 

ohne dass einer der Factoren eine Einheit ist, so fände man 

p = («2 + f-) . («'2 + p), ■ 

also eine Zerlegung der Primzahl p in zwei, von Eins ver- 
schiedene, reelle Factoren, was nicht angeht. 

In der Theorie der complexen Zahlen von der Form a-^- bi 
f\\\\\fdn wir also neben der Primzahl 1 + « zwei Arten von Prim- 
fäctoren: die reellen Primzahlen von der Form 4n -f- 3 und die 
complexen Factoren der Primzahlen von der Form 4w + !• 
Da letztere offenbar ungerade complexe Zahlen sind, werden sie, 
mit einer passenden Einheit multiplicirt, primär. Die reellen 
Primzahlen von der Form 4n + 3 werden primär, wenn sie 
negativ genommen werden. Jede complexe Zahl kann nur 
auf eine einzige Weise als Product solcher (primärer) 
Primzahlen dargestellt werden. Dieser Hauptsatz gründet 
sich auf die folgende Retrachtung: 

4. Sind m = a -{- hi und m^ == «^ -f- fe^f zwei be- 
liebige complexe Zahlen, so giebt es stets eine 
complexe Zahl z ==^ x -^ yi von der Art, dass 

N [m — ^1 2) ^ 4" -^ (^1) 
ist. Denn, ist x die ganze Zahl, welche dem reellen Theile, 
y diejeulj-e, welche dem Coeriicieiiten von i in dem Quotienten 

n-\-hi an^-\-hbx , . «16 — ab^ 



a^ -f- h^ i a^ -\- b^ ' a^ + bf 



am Nächsten liegt, und setzt man 2; = a + i^i, so werden 

cy,j3 numerisch nicht grösser als ^, also auch iV /— — z\=a^'\-^'^ 



— loo — 

nicht grösser als ^ sein, und folglicli, wie belianptet wurde, 

N (m — fn^z)^4^ N (mj. 

Setzt man nun die ganze complexe Zahl m — m^ 2 = m,, 
so ist iV (mj) ^ 4^ iV (wj). Dieser Satz gestattet, eine Reihe 
von Gleichungen aufzustellen: 

tn = wij z -f' tn.2 

m^ ^= ^2 2^1 ~T" W3 

• ••••) 

welche lauter ganze complexe Zahlen enthalt, von denen die 
Zahlen m^, m^, m^y m^, .... den Bedingungen 

N(m^) ^ i ^(m,), N{m^y^ ^ N[m^, 

Genüge leisten, und welche eben deswegen nach einer endUchcn 
Anzahl von Gliedern abbrechen muss. Diese Gleichungen 
dienen, gerade wie in der reellen Zahlentheorie, zur 
Berechnung des grössten gemeinsamen Theilers der 
beiden complexen Zahlen m undm^ und bilden die Grund- 
lage für alle Sätze über Theilbarkeit der complexen Zahlen durch 
andere, sowie für ihre Zerlegbarkeit in Primfactoren und dergl. 

Bemerken wir hier allgemein^ dass, wenn in der 
Theorie irgend welcher complexer Zahlen, deren es 
unendlich viel verschiedene Arten giebt, wie wir denn noch in 
diesen Vorlesungen einige andere werden kennen lernen, ein 
ähnlicher endlicher Algorithmus zur Bestimmung des 
grössten gemeinsamen Theilers zweier Zahlen besteht, 
ganz dieselben Sätze über Theilbarkeit und Zerleg- 
barkeit in Primfactoren daraus gefolgert werden 
können, als in der reellen Zahlentheorie. Man vergl. 
darüber Dirichlet's Vorlesungen über Zahlentheorie herausg. 
von Dedekind, Abschnitt I. Namentlich gilt dann stets, also 
auch für die complexen Zahlen a '\' hi, der Hauptsatz, dass eine 
complexe Zahl nur auf eine Weise in die complexen Primfactoren 
zerlegbar ist; da jedoch jeder Primfactor mit einer beliebigen 
Einheit multiplicirt gedacht werden kann, so muss der Satz, da- 
mit er genau sei, auf primäre Primfactoren bezogen werden, 
indeni man aus allen associirten d. h. nur durch Einheiten ver- 
schiedenen Primfactoren einen bestimmten als primär bezeichnet. 
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Nun ist eine Zahl m = a -{- bi, in welcher sowohl a als b 
von Null verschieden, solange zerlegbar, als N {a -{- btj noch in 
reelle Facloren zerlegbar ist. In der That, ist 

(a -\- hi) (a — bi) = r , s, 

so kann a -j- ^< keiqe Primzahl sein, denn sonst musste, von 
Einheiten abgesehen, nach dem eben genannten Hauptsatze etwa 
a -^ bi gleich r, d. h. m = r , iQ sein, wo q einen der Werthe 
0, 1, 2, 3 annehmen kann, woraus entweder a oder b gegen die 
Voraussetzung sich gleich Null ergäbe. 

Hiernach kann eine complexe Zahl nur dann eine Primzahl 
sein, wenn entweder ihre Norm eine reelle Primzahl, oder sie 
selbst, von Einheiten abgesehen, einer reellen Primzahl gleich 
ist. Verbindet man dies Resultat mit den Ergebnissen der vorigen 
Nummer, so folgt leicht, dass ausser den dort angegebenen 
complexen Primzahlen keine andern existiren, und daraus der am 
Ende der Nummer ausgesprochene Satz. 

Zusatz: Eine Primzahl p von der Form 4n-f-l kann 
also auch nur auf eine Weise in primäre Primfactoren 
zerlegt, nämlich nach der 10. Vorlesung als Product 
zweier primärer conjugirt-complexer Factoren darge- 
stellt werden. Sind diese a-\-bi und a — öi, so islp=a^-j-6^. 
Dies lässt sich daher, in Uebereinstimmung mit Nr. 4 der 10. Vor- 
lesung auch so aussprechen: Eine Primzahl/? von der Form 
4;i+ 1 kann nur auf eine Weise in die Summe zweier 
Quadratzahlen zerlegt werden. 

5. Nennen wir zwei complexe Zahlen n und n in Bezug 
auf eine dritte complexe Zahl m = a -^ bi als Modulus congruent 
oder incongruent, jenachdem die Differenz n — n durch m theil- 
bar ist oder nicht, so gelten die Regeln für die einfachsten Rech- 
nungen mit Gongruenzen als Folgerungen der vorigen Sätze ge- 
rade, wie in der reellen Zahlentheorie. Man beweist z. B. auch 
auf demselben Wege, wie in Nr. 7 der 4. Vorlesung für reelle 
Zahlen geschehen ist, dass eine Congruenz 

x^ + a^ af*-^ + •••• + ^« ^ (mod. m), 

in welcher m eine complexe Primzahl, die Coefficien- 
ten complexe Zahlen sind-, nicht mehr als n incon- 
gruente Wurzeln haben kann. 

Alle Zahlen oc -{- yi, welche der gegebenen Zahl cc -f- ßi 
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mod. (a + bi) congruent sind, werden nach der Definition durch 
folgende Gleichung erhalten: 

oc -\- yi = {a -\- bi) {t + ui) + ^ + ß^> 

wenn in derselben /, u alle ganzzahligen Werthe annehmen. Da sich 
x = ai — bu-\-ci, y = au -{- b( -\- ß 

ergiebt, so wird y^ß (mod. d) sein, wenn d den grössten ge- 
mfinsamen Theiler von 0, b bedeutet. Sei y^ diejenige Lösung 
dieser Congruenz, welche kleiner als d ist, also y^ aus der Reihe: 

(y) 0, 1, 2, 3 d— 1; 

dann giebt es ganze Zahlen /, w, welche der Gleichung au-]-bt 
=y^ — ß genügen und, wenn /(,, Uq eine bestimmte Lösung der- 
selben ist, sind 

4 4 \^ b 

für ein beHebiges ganzzahliges z alle ihre Lösungen. Setzt man aun 

x^z= at — hu -{- a = at^^ ^ bu^^ -{- a '\ ^ . z , 

so lässt sich z ganz bestimmt so wählen, dass x^ eine Zahl aus 
der Reihe: 

ix) 0, 1, 2, 3, ^) _ 1 

wird. Da Xq + y^i aber a '\- ßi mod. [a + bi) congruent ist, 
so ergiebt sich das Resultat: dass jede ganze Zahl a -^ ßi 
mod. [a + bi) einer einzigen Zahl x -f- yi congruent ist^ 
in welcher x,y resp. den Reihen [x), (y) angehören. 

Alle N{m) Zahlen x -f- yi> welche entstehen, indem man die 

— ^ Werthe des x mit allen d Werllien des y combinirt, sind 

also unter einander incongruent, haben aber die Eigenschaft, dass 
jede andere Zahl einer von ihnen mod. [a + ^0 congruent ist. 
Theilt man daher alle Zahlen in Rest-Classen, indem man die 
unter einander mod. [a + bi) congruenten in eine Classe zu- 
sammenfasst, so ist die Anzahl aller Rest-Classen gleich 
N [a -\- bt). Ein System von N [a -\- b t) unter einander incon- 
gruenten, also den einzelnen verschiedenen Classen angehörigen 
Zahlen soll ein Restsystem mod. (a -\- bi) genannt werden. 
Die Zahlen x -\- yi bilden ein solches. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass für eine zwei- 
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gliedrige complexe Primzalil a -\- bi iVw. incongruenten Zahlen 
«: + y* ^^^ ^'^'" Zahlen ' 

0, 1, 2, 3, N {a + bi) — 1 

zusammenfallen, da a und b keinen andern gemeinsamen Tbeiler, 
als d=l liahen können, also y gleich Null, x aus der vorigen 
Reihe zu wählen ist. 

6. Jetzt bedeute m eine ungerade complexe Primzahl und 
fi ihre Norm. In einem Restsysteme (mod. m) bleiben nach Aus- 
schluss des einzigen, durch m theilbaren Gliedes (i — 1 Glieder, 
welche rj, r.^ . . . . r^_i heissen mögen und relative Primzahlen 

zu m sind. Dasselbe gilt daher auch von ihrem Producle rj rg r^-i. 

Ist nun n irxrend eine durch m nicht theilbare Zahl, so werden, 

wie leicht zu sehen, die Producte nrj, nr^ «r^-i sämmt- 

lich incongruent und folglich, von der Reihenfolge abgesehen, 
mit den Resten r, , r.^, . . . . r^_i congruent sein. Daraus folgt 
offenbar die Congruenz: 

7i^~^ , r, r.2 .... r^— 1 "". r, r.^ . . . . r^-i (mod. m) 

oder einfacher: 

(2) nf"-^ = 1 (mod. m), 

welche Congruenz das Analogon des Fermat'schen 

Satzes in der Theorie der complexen Zahlen ausspricht. 

Unterscheiden v^ir die beiden Hauptfalle, welche die complexen 

Primzahlen darbieten, so ist 

für eine zweigliedrige Primzahl a -{- bi, deren pJorm eine 
reelle Primzahl p von der Form An -{- 1 ist, 

(2a) nP-^ = 1 mod. (a + bi); 

für eine reelle Primzahl q von der Form 4n -f- 3: 
(2 b) n«'--i=-l (mod. g) . 

Zum Reweise dieser Sätze kann man sich auch einfach des 
binomischen Lehrsatzes bedienen; denn, nach Weglassung aller 
durch p theilbaren Glieder, besteht die Congruenz: 

{a + ßi)P :EzaP + ßP . iP (mod. p), 

also, weil iP = i und -nach dem Fermat'schen Lehrsatze aP = a, 
ßP = ß (mod. jö) ist, auch die folgende: 

(cc + ßiy = a + ßi (mod. p), 
aus welcher, da a -f- ^t ^i" Factor des Modulus/> ist, umsomehr 
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die Congruenz 



[a + ßi)P = a + jS/ (mod. a + bi) 

und, wenn a -\~ ßi relative Primzahl zu a -{- bi ist, die zu be- 
weisende Congruenz 

[a + ßi)P-'^ ^ 1 mod. (ö + bi) 

hervorgehl/ 

Dagegen scliliesst man für eine Primzahl q von der Form 
4n+3 die folgende Congruenz: 

(a + /3t)4' = a — ßi (mod. ^) 

und, indem man diese nochmals zur q^^'* Potenz erhebt, 

(a + j3i)«' = {a — ßiY =a + ßi (mod. q) , 

folglich, wenn a -{- ßi durch g nicht theilbar ist, die andere zu 
beweisende Congruenz: 

(a + |3 /)«'-! ~ 1 (mod. g). 

7. Da (i oder iV(m) entweder gleich/? oder gleich ^^ ist, hat 

es stets die Form 4« -j- 1» ^^^^ ^^^ ^~4 — eine ganze Zahl. Daher 
lässt sich die Congruenz (2) auch folgendermassen schreiben: 

(« 4 _ l\ /„ 4 _ A /;, 4 _^l\ /„ 4 + /Wo 

(mod. m). 

Da Jene Congruenz nun genau fi — 1 Wurzeln hat, welche sich 
auf die vier Factoren vertheilen, und nach Nr. 5 eine Congruenz 
in Beziehung auf einen Primzahlmodulus nicht mehr Wurzeln haben 
kann, als ihr Grad beträgt, so hat jede der vier Congruenzen: 
fi-i fi-i fi—i fi—i 

(3) n ^ 1, w ^ I, w = — 1, w = — f (mod. m), 

welche für ^ = 0, 1, 2, 3 in der gemeinsamen Form: 

(4) n IE i9 (mod. m) 

enthalten sind, genau ^ Wurzeln. Alle Reste (mod. m) zer- 
fallen also in vier Classen von gleichviel Gliedern, welche je der 
ersten, zweiten, dritten und vierten Jener Congruenzen Genüge 
leisten. 

Die Zahlen der ersten Classe sind die biquadra- 
tischen Reste (mod. m). Um diesen Satz zu beweisen, bemer- 
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ken wir erstens, dass, wenn n = z^ (mod. m) ist, daraus 

n ^ = zf^-^ = 1 (mod. m) sich ergieht ; also gehört jeder biqua- 
dralisclie Rest zur ersten Classe. — ün) aber auch zweitens um- 
gekehrt nacbzuweisen, dass jede Zahl der ersten Classe biquadra- 
tischer Rest sei, braucht nur gezeigt zu werden, dass genau ~- 

solcher Reste existiren. Dazu dient die Bemerkung, dass man ein 
System von ft — 1 incongruenten Resten, welche durch 

m nicht theilbar sind, aus vier Gruppen von ^^-v-- Zah- 
len zusammensetzen kann, dergestalt, dass, wenn r 
die Zahlen der ersten Gruppe sind, t> die der zweiten, 
— r die der dritten, — ir die der vierten Gruppe sein 
werden. Denn, wählt man irgend eine durch m nicht theilbare 
Zahl r, so werden die vier Zahlen r, ir, — r, — ir (mod. m) in- 
congruent sein, wie man sehr leicht daraus schliesst, dass m eine 
ungerade Zahl ist. Nimmt man nun eine Zahl r, welche weder 
durch m theilbar, noch einer dieser vier Zahlen (mod. m) con- 
gruent ist, so werden die vier Zahlen r, ir, — r', — ir sowohl 
unter einander als auch mit der vorigen Gruppe von Zahlen in- 
congruent sein; denn wäre z. B. ir = — ir, so folgte r = — r 
gegen die Voraussetzung. Dieses Verfahren kann, da die Anzahl 
aller nicht durch m theilbaren Reste gleich ft — 1 ist, soweit fort- 

gesetzt werden, bis -^ Gruppen von vier Zahlen gebildet sind, 

und giebt dann den Beweis des Behaupteten. 

Denkt man sich darauf alle Zahlen des eben angegebenen 
Restsyslems zur vierten Potenz erhoben, so werden die Reste 
der Biquadrate (mod. m) alle möglichen incongruenten biquadra- 
tischen Reste repräsentiren , jeden derselben aber genau viermal 
liefern, da einerseits je vier Zahlen r, ir, — r, — ir dieselbe 
4^^ Potenz haben, andrerseits aus der Congruenz r^ ~ H (mod. m), 
welche auch in der Form 

(r — r) [r — ir) {r -|- '*) (^' -^ ir) = (mod. m) 

geschrieben werden kann, sich r einer der Zahlen r, ir, — r, — ir 
congruent, d. h. das Resultat ergiebt, dass nur die vier Zahlen 
r,ir,-—r, — ir denselben biquadratischen Rest geben können. 

Hieraus folgt, dass genau ^— biquadratische Reste existiren. 
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Die Zahlen der ersten und dritten Classe zusatnmengeootti-' 
men sind die Wurzeln der Congruenz 

(6) n ^ = 1 (mod. m) , 

welche aus der ersten und dritten der Congruenzen (3) durch 
Quadrirung hervorgeht, und bilden die quadratischen Reste. 
Ebenso genügen die Zahlen der zweiten und vierten Classe der 
Cojigruenz 

(6) n * = — 1 (mod. m) 

und sind die quadratischen Nichtreste. Denn, aus der Zusammen- 
setzung des Torhei benutzten Restsystems geht hervor, dass je 
zwei Zahlen r und — r und nur diese denselben quadratischen 

Rest geben, die Anzahl der quadratischen Reste also gleich ~— 

ist. Jede Zahl n aber, welche einem Quadrate z^ (mod. m) con- 

fi-i 

gruent ist, liefert n ^ = zf^~^ = 1 (mod. m) und genügt also der 
Congruenz (5), die quadratischen Nichtreste demnach der Con- 
gruenz (6). 

8. Die Potenz t(, welche in der Congruenz (4j zu wäh- 
len ist, soll im Folgenden der biquadratische Charac- 

ter von n heissen und durch das Zeichen*) ((—)) be- 
zeichnet werden, sodass stets: 

(7) n' = (ß)^ (mod. m) 

ist. Der quadratische Character, welcher -|- 1 oder — 1 ist, Je- 
nachdem n der Congruenz (5) oder (6) genügt, mag auch hier 

durch das Legendre'sche Zeichen |^j ausgedruckt werden, 

da eine Verwechslung mit der gleichen, auf die reelle Zahlen- 
theorie bezüglichen Bezeichnung im Folgenden nicht zu befürch- 
ten ist. Da nun ein quadratischer Rest zur ersten^ oder dritten 
Classe gehört, also den hiquadratischen Character + 1 hat, jeder 
quadratische Nichtrest aber, als zur zweiten oder vierten Classe 



*) Diese Bezeichnung ist den Jacobi'schen Vorlesungen über Zah- 
lentheorie entnommen. 

Baghmaitk, Lehre d. Kreisth. 11 
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gehörig, einen der biquadralisclien Cbaractere -f- t oder — t be- 
sitzt, so ist ofl'enbar: 

(8) (;) - ((;))'• 

Der biquadratisch eCbaracter einer Zahl n kann auf 
analoge Weise ausgedrückt werden, als das Gauss'sche 
Lemma (s. 9. Vorlesung Nr. 9) den quadratischen Cha- 
racter bestimmt. Denkt man sich meder das Restsystem der 
vorigen Nr. und eine durch m nicht theilbare Zahl n, so werden 

die ^ "7 Zahlen n . r zum Theil Zahlen der Gruppe r, zum 

andern Tbeii Zahlen der Gruppe ir, dann wieder Zahlen der 
Gruppe — r, und zum letzten Theile Zahlen der Gruppe — ir 
congruent sein. Das geschehe resp. cc, ß, y, ö Mal. Es wird be- 
hauptet, dass 

(9) (0j = iii+^-y+^i 

sei.. 

In def That, bezeichnet allgemein q die a Zahlen der Gruppe 
r, iq' die ß Zahlen der Gruppe ir, — q' die y Zahlen der Gruppe 
— r und endlich — t^'" die d Zahlen aus der Gruppe — ir, denen 
die Zahlen n.r congruent werden, sodass die Zahlen ^, q\ q\ q" 
sämmtlich der Gruppe r angehören, so wird 

(10) n * M[r)^in^r+^^,n[Q),n{q')M{q").n[Q") (mod.m), 

wo die Zeichen 11 die Producte aller gleichartigen Zahlen be- 
zeichnen. Nun erfüllen aber die Zahlen q, q\ q\ q" die ganze 
Gruppe r, sodass die Producte beiderseits gleich und, weil ihre 
Factoren zu m prim sind, wegzuheben sind. Denn, weil die 
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Zahlen n . r unter einander incongruent sind, gilt dasselbe 



4 

von Je zwei Zahlen, welche derselben der vier Classen ^, q, g", q'" 
angehören. Aber es können auch nicht zwei Zahlen aus verschie- 
denen dieser Classen congruent sein; wäre nämlich z. ß., wenn 
w/= f^', wr" = — q" (mod. m) gesetzt wird, q' ^ q'\ so ergäbe 
sich n (r + ir') = (mod. m), also r = - i/' (mod. m), gegen 
die Zusammensetzung unseres Restensystems. Nach der hiernach 
zulässigen Division mit dem Producte 77(r) nimmt die Congruenz 
(10) die Foiin an: 
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und liefert durch Vergleichung mit der Congruenz (7) die 
Gleichung (9). 

9. Das Symbol ((— ) ) g^^horcht folgenden einfachen Gesetzen: 

Da zwei congruente Zahlen offenbar gleichen bi- 
quadratischen Character haben, so ist: 

(11) (0j = (ß)y wenn «' = « (niod. m) ist. 

Sind n, n zwei gleiche oder verschiedene, durch 
m nicht theilbare ganze complexe Zahlen, sofolgtaus 
den Congruenzen: 

"'^'- (©) • '^^^ (©) (-^- •«) 

die dritte: 

'«"V - (©) • (©) 

und daraus mit Leichtigkeit die Gleichung: 

•'2) (Q) - (©) ■ (e)) ■ 

Da hiernach der biquadratische Character eines Productes 
durch die Charactere seiner' Factoren bestimmt wird, so kann 
man sich im Folgenden auf die Betrachtung der einfachen Fälle: 

n = I; w= 1 -f- I, w ^ m', 

worin m' eine von m , verschiedene ungerade complexe Primzahl 
ist, beschränken, weil aus diesen Zahlen jede andere durch m 
nicht theilbare durch Multiplication zusammengesetzt werden kann. 
Es bleiben mit andern Worten folgende drei Symbole zu be- 
stimmen : 

((i))'((^'))-(e))- 

Das erste derselben ist leicht anzugeben, denn nach der De- 
finition selbst ist 



(ö) 
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Es sei nun zuerst m =^ q, so findet sich hieraus 



m 



. 4 
f 



Wenn zweitens m^^ a -\- bi und p = «^ ^ ^2 jg^^ g^ ergiebt sich 

((inb?)) = '■ ' • 

Wir wollen a-^bi primär annehmen, also entweder a=4Ä:+l 

6 == 4/, in welchem Falle i ^ =i^^ wird, welches auch ||eicb 

3 ^ 
/ gesetzt werden kann; «der ^< = 4Ar + 3, ft = 4/ + 2, wo 

dann 1 = 1"^+^ = i wird. Beachtet man, dass q negativ 

zu nehmen ist, um eine primäre complexe Zahl zu werden, und 
dass für a= — q 

."T" .1" 
1=2 

wird, nämlich + 1» wenn ^ =» 8A -f- 7. gleich — 1, wenn 
q s=i Sh -^ S ist, so findet man den Satz: 

Bedeutet a -^ bi eine (eingliedrige oder zweiglied- 
rige) primäre Primzahl, so ist stets 

Hiernach gehört i zu den Classen 1, 2, 3, 4, jenachdeni a 
die Formen 8^+1, SA- + 7. 8^+5, 8ä + 3 hal. 

Das Symbol (f—^) ) soW später in einem besonderen Er- 
gänzungssatze bestimmt werden, für das -dritte Symbol existirt 
wieder ein eigenthumüches Reciprocitätsgesetz , weiches sogleich 
mittels der Kreistheilung bewiesen werden soll. Es wird aber gut 
sein, noch ein Paar vorläufige Betrachtungen hier anzuschliessen. 

10. Jacobi hat eine Verallgemeinerung des Legendre 'sehen 
Zeichens in die Theorie der quadratischen Reste eingeführt,'^) 
welche auch auf das Symbol, das den biquadratischen Character 
bezeichnet, mit Vortheil zum Beweise des Reciproeitätsgesetzes 
Anwendung findet. Ist nämlich m irgend eine zusammengeäetzte 

•) In der Note über die Kreistheilung. • 
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ungerade complexe Zahl, etv\a 

m = t<' . n[q) . n[tSi), 

worin i" eine complexe Einheit, n[q) das Product von beliebig 
viel reellen Primzahlen von der Form 4n +3. iI(o) aber das 
Producl von* beliebig viel zweigliedrigen compiexen Primzahlen 
bezeichnet, und ist n irgend welche zu m prime complexe Zahl, 

so wollen wir das Symbol ( (— )) durch folgende Gleichung de- 
finiren : 

<"' m-nimynim- 

in welcher zur Rechten die Symbole die frühere Bedeutung haben, 
die Producte aber sich resp. auf alle jene Primzahlen q, m er- 
strecken. 

Dies allgemeine Symbol gehorcht denselben Ge- 
setzen, wie das frühere. In der That, es ist erstens 

(15) ((^)) = (ßfj . wenn n' = n (naod. m). 

Denn, da die Congruenz auch für jeden der Moduln q und o be- 
sieht, so ist 

(©)-((t)). (e))-(G))- 

woraus nach der Definitionsgleichung sich das Behauptete ergiebt. 
Zweitens ist auch 

i'«> (Cv)) - (©) ■ (Ö) • 

da nach der Gleichung (12) sowohl 

(Cf )) - ((?)) • ((7)) 

als auch 

(C^)) - (G)) ■ (Q) 

ist. 

Eine andere nützliche Bemerkung ist folgende: Ist a + /^» 
eine nicht durch die ungerade complexe Primzahl 
a -|- hi theilbare Zahl, so besteht die Beziehung: 

i") ((J^;))=((^t-f5)'• 
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Denn, ist tC der Werlh des Symbols ((^^y))» so ist nach der 
Definition : 

(a+/5i) *=iQ mod. (a + 6f), 

wenn fi = N (a -{- ^0* ^^^^e Congruenz kann man auch, durch 
A-\'Bi eine gewisse complexe ganze Zahl bezeichnend, als 
Gleichung so schreiben: 

(« + ßi) ^ = I? + (a + bi) (A + Bt). 

woraus sich durch Yertauschung von t mit — t folgende Gleichung: 

tri 

(« — ßi) * = m + (a — hi) [A — ^i) 

d. h. die Congruenz 

fLzl 
[cc — ßi) ^ = t^Q mod. {a — bi) 

und folglich die Gleichung (17) ergiebt. — Dieser Satz lässt 
sich offenbar sogleich vermittelst xler Gleichung (14) 

auf zweirelativePrimzahlena + /5f, «4"^' erweitern, 
von denen die zweite ungerade ist. 

Jetzt bezeichne n eine reelle Zahl, welche durch eine Prim- 
zahl q von der Form 4n 4~ 3 nicht theilbar ist. Da nach dem 

Fermat'schen Lehrsatze w^~* = 1 (mod. q) und ^T" eine ganze 

Zahl ist, findet sich durch Erhebung der Congruenz in die 

^—^^ Potenz: w ^ = 1 (mod. q), folglich 



(Q) - + ' • 



Ist dagegen p eine, nicht in n' aufgehende reelle Primzahl 
von der P'orm 4m -{- 1* und ta, ta' ihre beiden conjugirt-complexen 
Factoren, so folgt aus Gleichung (17): 

{a)H0- "" (©)-(©)■(&))-(©)'-'• 

Jede ungerade reelle Zahl m kann nun unter der Form 

+ n(q) .n{p) = ± n(q) . n (oo') 

^^ gerfaeiU ^-namlich in eine gewisse Anzahl ungerader reeller Prim- 
zahlen zerlegt werden, von denen die einen von der Art 2^=4 n-f- 3, 
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die andern von der Art /? = 4n + 1, also als Product aus zwei 
conjugirt-complexen Primzahlen a und a' darstellbar sind. Ver- 
bindet man daher die beiden vorher erhaltenen Resultate mit der 
Gleichung (14), so ergiebt sich der Satz:- Sind m,n zwei 
reelle relative Primzahlen, deren erstere ungerade 
ist, so ist stets: 

(18) (©) = + 1- 

Endlich bemerken wir, dass nach Gleichung (17) 

i&) - (6-))'. "-> ((?)) - (5^)) - 1- ')^ 

ist, wofür man auch ( — 1) setzen kann, da p von der Form 
4n + 1 ist; in der That, für p= 8n -\- 1 werden die Expo- 

nenten ^— j— und ^--g— gleichzeitig gera(|e, für p = 8n +5 

gleichzeitig ungerade sein. Andererseits ist 

Ist also m eine ungerade reelle Zahl, sodass wir setzen können 

m^±n(p). TI{q), 
so ergiebt sich nach (14) die Gleichung 



(19) (Ö) = (-1) 



8 I 8 



Indem man nun m^ unter folgender Form schreibt: 

m^ = 72 (1 + [q-^ _ 1)) . 77(1 + (p^ - 1)) 

und beachtet, dass jede der Differenzen q"^ — 1, ;?^ — 1 durch 8 
theilbar, also nach Entwicklung des Productes 

m« = 1 + 2: (^2 __ 1) _j. 2: (;,2 _ 1) (mod. 64) 

ist, findet man 

kann also die Gleichung (19) auch folgendermassen schreiben: 



(20) (t)) = (- ») 



8 
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Dreizehnte Vorlesung. 
Das Reciprocitätsgesetz der biquadratisolieii Reste. 

1. Um das Reciprocitätsgesetz für die biquadratischen Reste 
zu erhalten, bedienen wir uns ganz ähnlicher Mittel, wie bei dem 
Beweise des quadratisclien Reciprocitalsgesetzes. Wir nehmen 
an, p sei eine reelle Primzahl von der Form 4n 4~ 1> ^^^^ gehen 
dann aus von der Formel: 

((o*,r) = ^a)Äind./i ^ ri' ^ ^^ • ^^^ 

Setzen wir darin successive h gleich ^--t~" » 2 . "T , 3 . — ■— , 
wobei cö * «« I wird, so erhalten wii^ die drei Ausdrflcke: 

l=n.S Jby-2 

(1) (/, r)—y/. r^\ (- 1, r) — Vi^ • r^. 

So 

welrhe wir kurz durch S^ , S.^, S^ resp. bezeichnen wollen. Der 
zuteile derselJMMi i>t k«'iu anderer, als der in Nr. 3 der 9. Vor- . 
lesuiijr mit S bezeirhnele; denn für jeden geraden Werlh des 
iL ist t*^ a=B + 1 "»hI g^ quadratischer Rest. ITir jedes un^eradt* iL 
dagegen ist i*^ s= — 1 und g^ quadratischer Nichlrest von p, d. h. 




—0 *=l 



(^)- 



Narli Formel (25) ebrnda^eibst erhält man also für den hier 
vorliegenden Fall: 

(2) ^2 = + i/^. 

Wenn man nun auch in den Formeln (34) und (29) der 
8. Vorlesung, von der Voraussetzung ä= — — ausgehend, 

assoo^ ssf, esB4 setzt, so nehmen sie die Gestalt an: 

Erl 

(3) (i. ry = (- 1) V p t/;j (,•) t/;, (,') 

(4) (,-.r)(-,-,r) = (-l) \p. 
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Die Ausdrucke von il)^{i) und 'tjf.^ii) aber haben wir bereits 
In Nr. 4 der 10. Vorlesung gefunden, nämlich 

und zwischen ihnen die Beziehung 

(6) ^, (i) = {-i)\^, (0 . 

Beachtet nian endlich, dass 

Ijj^ (l) = ^V',-ind./i4-lud.(l+A«) 

also nach Nr. 3 derselben Vorlesung gleich einem complexen 
Faclnr a -{- bi der Primzahl p war, und siibslituirt Alles in die 
Gleichung (3), so ergiebl sich: 

(7) (i, r)4=p.(a + 6l)^- 
und wegen (4): 

(8) (— t. r)4 = p . (a — &i)2 . 

Nach dem Hauptsätze am Schlüsse von Nr. 3 der vorigen 
Vorlegung ist eine l'nnizalil p nur auf eine Art in zwei primäre 
coiijiigirt complexc Farloren zerlegbar. Da wir nun vermiUeist 
der Kreislheilung die Zerlegung 

p=^(a + bi) {a — bi) 

gefunden haben, so entsteht hier die Frage, ob die Factoren 
a + 6f, a — bi |irimar sind oder nicht, und wenn das Letztere, 
in- w« Irher Beziehung sie zu den |»rim«1ren Factoren von p stehen, 
(jbwnhl die Mittel zur Entsclieidung dieser Frage dinrli Nr. 5 
der 10. Vorlesung bereits gewonnen worden sin<l, möge es ge- 
staltet sein, aus Jacobi's Vtirlesungen über Zahlentheorie noch 
eine andere interessante Methode zu ihrer Beantwortung hier 
mitzutheilen. 

2. Aus der ersten der Gleichungen (5) erglebt sich mit 
Rucksicht auf (6): 

(9) 5,^ = (-l) V(« + 6i). S, 
und folglich wegen der Gleichungen 

S^. S^ = (f, r) . (— f, r) = (— 1) * . (a2 + 6^) und S^ = Yp 
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auch: 

(10) S^^ = (- 1) \ (a -_ bi) . s^ . 

Wenn man nun wieder, wie in Nr. 3 der 9. Vorlesung 

setzt, sodass 17 = JT wird, so findet man 




denn in dem Ausdrucke 

Sl + «3 =^§{'* + '■'') »^ 

=0 

kann man die geraden Werthe des h und die ungeraden unter- 
scheiden, letztere machen den Coefficienten t^ -f" ^^ zu Null, 
erstere zu + 2, wenn h durch 4 theilbar ist, und zu — 2, wenn 
A = 2 (mod. 4) ist; daraus ergiebt sich die Richtigkeit obiger 
Formel. Nun kann man einerseits in der rechten Seite derselben 
die Quadrate nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln, wobei 
man sich leicht überzeugt, dass alle Glieder, welche sich nicht 
fortheben, durch 4 theilbare Coefficienten haben, sodass man die 
rechte Seite gleich 4 . f{r) setzen kann, wo f(r) eine ganze und 
ganzzahlige Function von r ist, deren Grad man vermittelst der 
Gleichung 

unter den (p — l)^''" erniedrigt annehmen darf. Andrerseits er- 
hält man, da 

(S, + S,y = S,2 + S3» + 2 . Si . «3 
d. h. nach den Formeln (4), (9) und (10) 

(S, +S,r = 2a. (- 1) ~'\ + 2 . (- ly^p 

ist, für die linke Seite Jener Formel den Werth: 

p—i p-i 

>+t (-1) ' .P\ «(-1) ' + 1 ^ 



(P±i _ (-1) ' • P\ _ 



2 • "J 
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Dieser nimmt aber, da 5^ = ^ — V vermittelst der Gleichung 
1 + ^ + ^ = sich auch S^ = — 1 — 2 V schreiben lässt, 
folgende Form an: 

und enthält nur kleinere Potenjzen von r, als die (p — ly^ , da 
p — 1 quadratischer Rest von p, also nicht unter den Nicht- 

resten ß aus der Reihe 1,2, 3 p — 1 beßndlich ist. Da 

nun beide Seiten der so reducirten Formel (11) wegen der 
Irreductibilität der Kreistheilungsgleichung identisch gleich sein 

müssen, so ergiebt sich das Resultat, dass ( — 1) * . a + 1 = 
(mod. 4) sein muss; also erhalt a die Form 4n — 1, wenn p 
die Form 8m + 1 hat, dagegen die Form 4n + 1» wenn p von 
der Form 8m + 5 ist. Dies ist genau der in Nr. 5 der 10. Vor- 
lesung gefundene Satz. 

3. Aus d ieser U ntersuchung geht hervor, dass die 
complexen Factoren a^bi, in welche die Kreisthei- 
lung die Zahl p zerlegt, nicht primär sind, sondern, 
um es zu werden, negativ genommen werden müssen. 
In der Thal, da das Quadrat jeder ungeraden Zahl congruent 
Eins ist (mod. 8), so muss, wie leicht zu übersehen ist, b durch 
4 Iheilbar sein, wenn /? = «^ -|- 6^ die Form 8n + 1 hat. Da- 
gegen muss b die Form 4m + 2 haben, wenn p von der Form 
8n -|- 5 ist. in dem ersten P'alle findet sich also aus der Kreis- 
theilung a + fti = — 1 (mod. 4), folglich — (a + bi) = + 1 
(mod. 4) d. h. primär; in dem zweiten Falle ist « + ftf ^ 1 + 2« 
(mod. 4), folglich — (a + bi) ^ 3 -f- 2i (mod. 4), also wieder 
primär. 

Wenn hiernach a, m' die beiden conjugirten primären Fac- 
toren von p sind, so ist — (a + ^0 einem derselben gleich, 
und zwar kann man es nach Belieben etwa gleich a voraussetzen, 
wenn man die primitive Wurzel passend wählt; denn wir wissen 
aus Nr. 6 der angeführten Vorlesung; dass das Zeichen von b 
mit der Wahl der primitiven Wurzel g wechselt. Bei solcher 
Wahl der primitiven Wurzel g folgt aber aus den beiden Con- 
gruenzen : 
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a -}- h . g =0, a + 6i = (mod. o), 

deren erstere nach Formel (23) derselbea Vorlesung sogar 
(mt)d. p) erfüllt ist, die Congruenz 



4 



g mi (mod. o), 

lind diese gestattet, den Ausdrucken S^, S^* S^ eine etwas andere 
Form zu gehen, aus welcher die primitive Wurzel verschwunden 
ist. In der Thal, nach der Definilion des Symbols für den 
hjqna(h*alischen Cliaracter ist wegen der vorigen Congruenz 

((^\\ = t; indem man dies also für t in S^ einfuhrt, kommt 






Ciä) s. =¥((J)) 



oder, was dasselbe ist, 

""im--- 

Auf dieselbe Weise ergeben sich: 

Ersetzt man in S^ die Wurzel r durch r*. während k durch p 
nicht theilbar ist, und bezeichnet den neuen Wertb durch S/*^ 
so findet man: 

''■"" -"fCa)) ■ -*■ - ((s))' •' J' {&)) ■ '" 

oder vielmehr, da ks gleichzeitig mit s die Reste l,2,3,...p — 1 
lässt, wenn auch in anderer Ordnung, und 

(Q) = ((©)) • "^ =/' *^^' ^^"" *' = * ('°^^- ^)' 
so wird die einfache Beziehung erhalten: 

(14) s,m = ((Dy. s. 

und auf demselben Wege die beiden folgenden, in denen Sj^*), 
5^3^*) die Sj^*^ analoge Bedeutung haben: 
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Endlich ergeben die beiden Formeln (9) und (10) folgende 



Gleichungen: 



(16) 



s^n — 1 



(Q) ■ '•' =^ i" + b-tu- 1) * y p 



Während in denselberi j/^ posiliv zu nehmen ist, hat man, 
soviel mir bekannt ist, bisher das Vorzeichen der andern Quadrat- 
wurzel noch nicht bestimmt. Pur den Beweis des biqnadralisrhen 
Reciprocilätsgesetzes ist es jedoch ebensowenig wie bei dem des 
quadratischen nothwendig, dieses Vorzeichen zu kennen, vielmehr 
reichen die gewonnenen Hiifsformeln in Verbindung mil den 
Resultaten der vorigen Vorlesung dazu vollständig aus. 

4. Bei diesem Beweise unterscheiden wir nun zunächst 
zwei Fälle: Erstens. Während p stets eine reelle Primzahl von 
der Form 4n + 1 ^^^ ®» ®' ihre primären complexeu Factoren 
bezeichnen sollen, sei q eine reelle Primzahl von der Form 4w + 3. 
Erhebt man sodann den Ausdruck S^ zur q^'^^ Polehz und ver- 
nachlässigt alle durch q theilbaren Glieder, so findet man, da 

offenbar (Q)' = (Qy ist. 



A=M— 1 



S," = 



J ((w))' • '^' (»«<'• *) 

d. h. nach den Bezeichnungen und Formeln der vorigen Nummer 

S,^ = S,(^) = ^(^)y S, {mod. q). 

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit S^ und berücksichtigt 
die Gleichungen: 

S^ti-l _ (5^4) 4 _ (po«) * , S, . S3 == (- 1) * .p. 

so ergiebt sich 

f±i p-i 

(po*) * ={-!)*. (0j . p (mod. g). 

Diese Congruenz ist zwar keine gewöhnliche, gestattet aber 
dieselbe Behandlung, wie eine nur zwischen Zahlen bestehende. 
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Als Gleichung geschrieben, und wenn die ganze complexe Zahl 

(/'«»V-{-i)^((|))p 

gleich a --1- ^i gesetzt wird, hat sie nämlich folgende Form: 

a -{- ßi = q . R, 

worin R eine ganze Function von r ist, deren Coefficienten ganze 
complexe Zalilen sind, sodass man R = R' -^ iR" setzen kann, 
wenn unter R\ R" ganze Functionen von r mit reellen ' Coeffi- 
cienten verstanden werden. Nun bleibt jene Gleichung bestehen, 
wenn in den Coefficienten i durch — % ersetzt wird, da man die 
Summe S3 ähnlich wie S^ behandeln kann, wodurch man, wie 
leicht zu übersehen ist, 

a — ßi = q(R' — iR'") 

und folglich die beiden Gleichungen erhält: 

a = q , R\ ß = q , R'\ 

Diese lehren wegen der Irreductibilität der Kreistheiiungs- 
gleichung, dass a und ß und folglich auch a -\- ßi durch q 
theilbar ist. 

Nun ist aber p = m , m\ [ — 1) "* = ( (-^) ) und s' = m 

(niod. q) (s. Nr. 6 der vor. Vorlesung); setzt man dies in die 
letzte Congruenz ein und dividirt beide Seiten derselben durch 

a«+\ so findet sich bei Anwendung der letzten Sätze der vor. 
Vorlesung 

^ " = ((=^) (mod. q\ 
d. h. aber l( — ) ) = ( (~^) ) (naod. ^), oder vielmehr: 

Diese Gleichung enthält das Reciprocitätsgesetz, 
welches zwischen einer eingliedrigen und einer zwei- 
gliedrigen Primzahl besieht. 

Zweitens sei p^ eine von p verschiedene reelle Primzahl 
von der Form ^lu -^ 1 und esj, es/ ihre primären complexen Fac- 
toren. Die Erhebung des Ausdruckes S.^ in die p/^ Potenz liefert. 






— 175 - 

Wenn alle üurcli pj theilbaren Glieder der Ent^^icklung vernach- 
lässigt werden, die Congruenz: 



oder 



also 



[^3-- - ((f ))] . Sa - 0. 
Diese Congruenz kann mit Kucksicht auf die Gleichung 



yo\ 4 



in die Form 

[(p 0~- ((1^))] .«8 = (mod. p.) 
gesetzt werden und geht durch Multipiication mit- S^ in die fol- 



gende über: 



Pi-i 



[ip «>'^) ' - ((§-)) ] . P = (mod. />,), 

auf welche die vorher gemachte Bemerkung Anwendung findet, 
sodass im gewöhnlichen Sinne die Congruenz 

(pa.'^)'"^- ((^)) (mod.p,) 

besteht. Diese bleibt nothwendig auch in Beziehung auf den Fac- 
tor 0| von P| als Modulus bestehen und liefert dann 

(fx-*)) - ((5) ■ ((!))'- (a) ("•""••.)• " 

folglich die Gleichung: 

Nach Nr. 10 der vor. Vorlesung ist endlich 

m - m "»- (©) • m - m ■■ 

demnach findet man: 

"«> (a)) = (a)) • 
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5. Aus (fen beiden Gleichungen (17) und (18) lässt sich ein 
allgemeineres Resultat ableiten, weirbes in Verbindung mit den 
letzten Formeln der vorigen Vorlesung das zwischen zwei zwei- 
gliedrigen Primzahlen bestehende Reciprocitätsgesetz ergeben wird. 
Es bezeichne m irgend eine ungerade, positive oder 
negative reelle Zahl, welche aber mit Rücksicht auf 
das Vorzeichen die Form 4n --1- 1 hat, und M eine com- 
plexe gegen m primeZahl» in welcher der reelle Tbeil 
ungerade, der CoelTicient von t aber gerade ist, so 
wird behauptet, es sei stets: 

(19) (G)) - (©)• 

In der That, da eine solche Zahl M nach Nr. 2, 4) der vor. 
Vorlesung den Factor 1 -^ i nicht enthält, kann man 

M= + n[q) . J7(ö) 

setzen, indem das erste Product alle reellen Primzahlen von M, 
welche die Form 4n 4~ ^ haben, das zweite alle zweigliedrigen 
Primi'acloren von M enthält. Da andererseits m, wenn es die 
Form 4n -"j- 1 haben soll, positiv oder negativ sein muss, jenach- 
dem die Anzahl seiner Primfactoren voh der Form 4n -{- 3 ge- 
rade oder ungerade ist, so wird man es stets in die Form 

m = n[—q,) . n[p,) 

bringen können, in welcher das zweite Product alle Primfactoren 
von m, welche die Form 4^ + 1» das erste alle diejenigen ent- 
hält, welche die Form 4 n -|- 3 haben, jeden der letztem mit 
negativem Vorzeichen, d. h. primär genommen. Hiernach ergiebt 
sich aus P'ormel (12) der vor. Vorlesung, da nach (18) ebend. 

m-nmnm- 

das erste Product auf alle q, das zweite auf alle o bezogen, und 
weiter nach Formel (14) ebendaselbst: 

(©) - 77((i)) nm mo) nm ■ 

wo die einzelnen Producte sich stets auf alle Combinationen der 
darin angedeuteten Zahlclassen beziehen, z. B. in dem ersten jede 
der Primzahlen q mit jeder der Primzahlen q^ zu combiniren 



(ft 
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und das Product der entstehenden Symbole zu bilden ist. — Die 
Si^mbole in den beiden ersten Producten können ohne Weiteres in 

|^^^^*^j und ((-)) umgekehrt werden, da sie, ebenso wie 

die umgekehrten Symbole, auf zwei reelle Zahlen bezuglich, also 
nach Gleichung (18) der vor. Vorlesung der Einheit gleich sind. 
Die Symbole des dritten Products können nach Formel (17) in 

((~i^)r ^*® ^^^ vierten nach Formel (18) in ((^)) verkehrt 

werden, so dass sich ergiebt: 

((")) - n ((?)) ■ n i(f)) ■ u im) ■ n (o) 



oder 



p - n((7)) ■ n(Q) ■ 



wo das erste Product auf alle q, das zweite auf alle & zu er- 
strecken ist, oder endlich nach Formel (14) vor. Vorlesung, wie 
behauptet wurde, 

(("))-(©)• 

6. Nun mögen a -^^ bi und a + ßi zwei primäre zweiglied- 
rige Primzahlen bezeichnen. Aus der identischen Gleichung 

a (a -|- bt) = aa -^^ bß -{- bi (cc -j- ßi), 

welche als Congruenz folgendermassen geschrieben werden kann: 

a (a + bi) iiz «a + ftjS mod. (a + ßi), 

ergiebt sich nach den Formeln (15) und (16) der vor. Vorlesung 
die Gleichung 

\iä+ßi)) * \U+Ti)) ^ (( « + ßi )) 
und auf ähnlichem Wege die folgende: 

(y;r+hi)) ' (y^Tbd) ^ ((v+7>r)) ' 

welche wir in die dritte Potenz erheben und mit der vorigen 
tnultipliciren wollen. Beachtet man dabei die Gleichung (17) der 
vor. Vorlesung und, dass die 4^^ Potenz des biquadratisclien Sym- 
bols stets gleich der Einheit ist, so giebt man der resultirenden 

BachmantTi Lehre d. Kreiath. 12 



3 
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Clcicliiing leiciit die Form: 

(20) ((^$;3). (ß+*)J 

Nun bezeichne e die Einheit, mit solchem Vorzeichen ge- 
nommen, dass ae ~ 1 (mod. 4) wird, ebenso e diejenige Einheit, 
welche der Congruenz a£ = 1 (mod. 4) genügt, so dass auch 
aa . es ~ 1 oder, was dasselbe ist, da b, ß gerade, also bß ~0 
(mod. 4) ist, dass es {aa -{- bß) ~~ 1 (mod. 4) wird. Dann ist es 
leicht,' die rechte Seite der obigen Gleichung in folgende Form 
zu bringen: 

// as xV*^ // ne \\ // (^+!iß)^i \\ 

\\€C + ßO) ' \\ri + hi)) • y^aa + bß + i (aß - ab)) 

'[{a + b})) [(cT^ZJi)} 

In diesem Ausdrucke können die drei ersten Symbole nach 
Formel (19) umgekehrt werden qnd erhalten mit Rücksicht aur 
die Formeln (14) und (18) der vor. Vorlesung die Werthe: 

iO) ■ m ■ {(j^n)) ■ 

deren Product nach Formel (20) ebendas. sich gleich 

(-1) ' ""«" 

ergiebt. Da nun aa ungerade, bß durch 4 theilbar ist, so fin«let 
man leicht, dass der Exponent dieser Potenz -^ (mod. 2), die 

Potenz selbst also gleich (— 1) ^ ist. 

Untersuchen wir noch das Product der beiden letzten Sym- 

^~^ y»— ^ 

hole. Diese haben aber resp. die Werthe s ^ und ^ ^ , wo 
p= a^ -f- ft2, pj = «2 -j- ^2 gesetzt ist. Unterscheiden wir nun 
zwei Fälle: In dem ersten Falle ist e= s, also aa = 1 (mod. 4), 
woraus folgt, dass entweder «, a Beide die Form 4w -f" 1 und 
folglich, da ö + bi, a -|- ßi primär vorausgesetzt sind, p, p, Beide 
die Form 8« -f- 1 haben, was 

p—l y,— 1 p—1 , Pi—l 

s . e = s == -j- 1 
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ergeben wurde; oder «, u müssen Beide die Form 4;i -f- ^» ^^'g- 
lich p, pj Beide die Form %n -\- h haben, wo dann wieder 

p—\ p,-i p—i p,—i 

^4 4 4 "^ 4 , ^ 

sieh ergiel)t. — In dem zweiten Falle ist ^ = — e, also aa ^S 
(mod. 4); demnach muss eine der beiden Zahlen a, a, z, B. a 
die Form 4m -j- 3, die andere, z. B. ö, die Form 4w + 1 haben, 
dem entsprechend würde e = 1, s = — l,p von der Form 
8w -j- 1» Pi von der Form 8;i -f- 5 und 

p—i Pi--^ p~i 

sein. — Allgemein hat daher das Product der beiden letzten Sym- 
bole den Werth -f- 1, und man findet endlich: 



(c tj')) {(.m) '= '- ') 



4 



oder 

(21) (et;^)) = ((S-K)) • (- ^)'^- 

Diese Formel enthält das Beciprocitätsgesetz für zwei 
zweigliedrige primäre Primzahlen. 

Bedeuten endlich q, q^ zwei reelle Primzahlen von 
der Form 4n4-3, so ist wegen der Formel (18) der 
vor. Vorlesung offenbar:* 

»^ ((;')) - (r/')) 

und die Formeln (17), (21), (22) umfassen alle nur möglichen 
Fälle« Sie lassen sich in eine einzige zusammenfassen vermittelst 
folgender Betrachtung: Da p = a? -\- ft^ ^^ _« ^2 _|_ ^2 gesetzt 

ist, so ist 

4 4 '"4"^4' 4 4 '4 4 

und folglich V^ . ^'~ = f^Y also auch — 'f (mod. 2). Die 
Formel (21) kann, daher auch so geschrieben werden: 

12* 
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Da -~-- eine gerade Zahl ist, ebenso wie ^^ — , so kann 

4 4 

man den Formeln (17) und (22) auch folgende Gestalt geben: 

und diese Formeln sind offenbar nebst der vorigen in der ein- 
zigen enthalten, welche folgt: 

und in welcher m, m zwei primäre complexe Primzahlen, /ci, |ü' 
ihre Normen bezeichnen. Diese Gleichung giebt das biquadratische 
Reciprocitätsgeselz und enthält folgenden Satz: 

Die biquadratischen Charactere zweier primärer 
complexer iVimzahlen sind einander gleich, wenn 
wenigstens eine der Primzahlen ^1 (mod. 4) ist; sie 
sind dagegen einander entgegengesetzt, wenn beide 
Primzahlen ^e 3 + 2i (mod. 4) sind. 

In der That, in dem ersten dieser Fälle ist wenigstens eine 
der Normen fi, fi von der Form 8n + 1, also einer der Fac- 

toren ^ "^ , ^ "" gerade, während im andern Falle beide Nor- 
men von der Form Sn -{- b, also beide Factoren des Exponenten 
von — 1 ungerade sind. 

Erhebt man die Gleichung (23) zum Quadrat, uifd beach- 
tet, dass 

(fi-'))'-((i))'-+'.((^))--((i))"=+'. 

ist, so ergiebt sich 

(2^) ((^)y=(ft^))^ 

d. h. nach Gleichung (8) vor. Vorlesung folgendes quadratische 
Heciprocitätsgesetz für die complexen Zahlen von der Form a-^-bi: 
Die quadratischen Charactere zweier complexer 
Primzahlen^ deren reelle T heile ungerade sind, haben 
gleichen Wertli. 
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üirse beiden Reciprocilätsgeselze sind zuerst von Gauss 
ausgesprochen worden,"^) dagegen hat zuerst Eisenstein zwei 
Beweise derselben veröffentlicht,**) welclie zu einander in der- 
selben Beziehung stehen, wie die beiden in iNr. 6 und 7 der 
9. Vorlesung angeführten Eisenstein 'sehen Beweise des qua- 
dratischen Reciprocitätsgesetzes für reelle Primzahlen. Dem ersten 
derselben sind wir hier gefolgt. Uebrigens gebührt Jacobi der 
Ruhm, schon vor Eisen stein 's Publicalionen in seinen Vor- 
lesungen über Zahlentheorie einen Beweis der genannten Sätze 
mitgetheilt zu haben, welcher nur unwesentlich von den vor- 
stehenden Betrachtungen verschieden ist. Ausserdem hat auch 
Lebesgue in seinen recherches sur les nombres***) die Theorie 
der biquadratischen Reste, und zi\ar auf derselben Grundlage 
behandelt, die er für die der quadratischen Reste angewendet hat. 

Der Ergänzungssatz. 

7. Auf ähnlichen Betrachtungen, wie der Beweis des Reci- 
procitätsgesetzes, beruht die Ableitung des Salzes über das Sym- 

'" my 

Nehmen wir zuerst an, m sei eine reelle Primzahl q von 
derForm 4n-f 3. Da für eine solche (1-f t)«^=l — iz:e — i(l + i). 
also (1 + i)^~^ z^: — i (möd. q) ist, so findet man 

(1 + /) ' ^i-i)' =i' ' =i ' (mod. y). 
und folglich 



0^5) . {(-n 



Eine ähnliche Formel gilt, wenn m eine reelle Primzahl p 
von der Form 4n -f- ^ *^^' ^*"^ dann o, ö' ihre primären Fac- 
toren, so folgt aus (17) der vor. Vorlesung 



im -im' 



*) Vergl. seine Werke Bd. II, pag. 130 und 138. 
*♦) Eisenstein, Lois de röciprocitä und Einfacher Beweis und 
Verallgemeinerung des Fundamentaltheorems für die hiqnadratischcn 
Reste, in Crelle's J., Bd. 28. 

*♦*) In Liouville's Journal, Bd. 4. 
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also da (1 — i\ = — i (1 + ») isl. 



p~i 



folglich, wegen der Gleichung ((^)) = t * und nach (14) der 
vor. Vorlesung 



,26) ((If )) _,• 



p-\ 

4 



Nun sei m eine reelle Zahl von der Form 4/1 -|~ 1» welche, 
in reelle Primfactoreu zerlegt, durch 

m = 77(- q) . n(p) 

ausgedruckt werden kann, so lässt sich zunächst leicht über- 
sehen, dass, wenn man dieser Gleichung die Form 



m 



yi(i-4.?4J).ii(i + 4.^^) 



giebt, in welcher ^ "^ , ^-^- nach der Bedeutung der Zahlen 
p, q ganze Zahlen sein werden, das entwickelte Product die Form 

haben wird, während z eine ganze Zahl bezeichnet, und die 
Summenzeichen dieselbe Ausdehnung haben, wie die Zeichen 27 
in dem Ausdrucke für m. Also wird 



m— 1 



^^-I-^-^-t-C-M). 



4 

Da nun nach den Formeln (25) und (26) 

m) - n m) ■ n im = •"^-^ 

gefunden wird, so kann man auch, sobald m eine reelle Zahl von 
der Form 4 n -\- 1 bedeutet, schreiben: 

'2" {(-i-)) - ^ 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun, indem a^^a-^-ßi 
eine primäre Primzahl bedeuten soll, zur Bestimmung des Sym- 

boles ((-^)) von der identischen Gleichung 
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(28) „(i + ,-) = „ + ^ + ,(«-|.|j,-) 

aus. Dieselbe liefert einerseits, da a und 1 -{- '• folglich auch 
a -\- ß durch « -|- jSi nicht theübar sind, 

folglich 

Andererseils folgt aus (28) auch, da a -|- |3 ungerade, also 
zu 1 -\- t sowohl wie naturlich auch zu a relative Primzahl ist. 
Letzteres, weil in der complexen Primzahl tu a mit ß keinen ge- 
meinsamen Theiler haben kann, 

im)) - ((. j,)) ■ ((f Ji)) • ((.-+ j))' • 

Hierfür erhält man nach den Gleichungen (18) und (20) der 
vorigen Vorlesung sowie nach der Gleichung (27), welche auf 
den Fall m = a -|- j3 anwendbar ist , da bei jeder primären 
Primzahl a -{- ß = 1 (mod. 4) ist, den Werth: 



mf)) - 



Dieser Werth kann noch einfacher ausgedrückt werden, 
wenn man beachtet, dass für eine Zahl m von der Form4n-f-l 

"^ 7" = 4:n- -{- 2 n j also ^-j^- ~2n = ^"i"- (mod. 4) 

ist; daher kann der Exponent von i gleich 

geschrieben werden und ist (mod. 4) der Zahl 3 . " f ~ con- 
gruent, da a + /^ — 1 durch 4 theilbar ist. Da endlich das 
Symbol ((^^-^^] nach Nr. 5 umgekehrt werden darf, ergiebt 
sich der Werth des zweiten Factors in (29) 

Um auch den des ersten zu bestimmen ; unterscheiden wir 
die beiden Fälle, welche die primären Primzahlen darbieten kön- 
nen. Ist erstens a = l (mod. 4), also ß durch 4 theilbar, so 
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kann nach Nr. 5 das Symbol U x^)) i" 



o'-l 



(c t ")) = m ■ (0) - '"•■' 

vertausclil werden, was man nach dem soeben Gesagten auch 

«—1 



. 2 



einfacher gleich t schreiben darf. Dann wird nach (29) und (30) 

a— 1 



((^f >-)) - ■■ 



•/,(«+/?- i)+:t. jj 



Der Exponent von / ist gleich - — ^ — K (« + /^ — 1) + (<^ — 1) J 
da ß durch 4 theilbar, so ist es -- ebenfalls, dieser Ausdruck-ist 

4 

daher dem folgenden: Vi (^ — ß "— ß^ — 1) («lod. 4) congruent, 
und man findet endUch: 

(31) ((^/,)) = .■■''<«-^-'^-" . 

Ist zweitens «ei — 1 (mod. 4), also ß '^^2, so kann man 

setzen, worin für den zweiten Factor sich der Werth ( — 1) , 
also, da p hier die Form 8n r|- 5 haben muss (siehe Nr. 3), 
der Werth — 1 ergiebt, während der erste nach Nr. 5 umge- 
kehrt und gleich 



a'—l 



gesetzt werden kann. Da hier a von der F'orm 4n — 1 ist, 
findet man 

-^P^ = 4 w2 — 2 n _: "-+- (mod. 4) , 

4 2 

also liefern die Gleichungen (29) und (30) in diesem Falle die 
Formel : 

Der Exponent von i kann folgendermassen geschrieben werden : 

|(« ^ ^ ^ ö) + 4 + (a + /? - 1) + (« + 1), 
ist also (mod. 4) der Zahl Yi (^ — ß — ^) oder, da hier ß von 
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der Form 4n -f- 2, also ß^ = 4: (mod. 16) und ^ ^ 1 (mod. 4) 

ist, der Zahl V4 (a — /3 — /3^ — 1) congruent, und so erhält man 
auch für diesen Fall die Gleichung (31). 

Beachtet man nun, dass eine primäre Primzahl — q aus 
der Formel a -)- ßi hervorgeht, wenn a = — q, ß = gesetzt 
wird, so lassen sich die, durch die Formeln (25) und (31) aus- 
gedruckten Resultate in den allgemeinen Satz zusammenfassen: 

Bedeuiei a -{- ßi eine primäre (eingliedrige oder 
zweigliedrige) complexe Primzahl, so ist 

(32) ((}f;-)) = .••/.(«-^-.-., . 

Auch dieser Satz, von welchem wir den Eisenstei naschen 

Beweis hier mitgetheilt haben, findet sich bereits in der 2^^'^ Ab- 
handlung über biquadratische Resle in Gauss' Werken Bd. II 
pag. 135. 



Vierzehnte Vorlesung. 

Die complexen Zalilen a -\-bQ. Das Reciprocitätsgesetz für 

die cubischen Reste. 

1. Eine gegen p prime Zahl m wird cnbischer 
Rest oder Nichtrest von p genannt, jenachdem die 
Congruenz x^^m (mod./?) eine Lösung gestattet oder 
nicht. Wie es nun bei den biquadratischen Resten durchaus 
nothwendig war, zur Ergründung ihrer Theorie das Gebiet der 
reellen Zahlen zu erweitern und die complexen Zahlen von der 
Form a -\- bi in Betrachtung zu ziehen, so muss man ähnlicher- 
weise die Theorie der cubischen Reste auf die Betrachtung der 

complexen Zahlen von der Form a -f- ft^ gründen, in welchen q 

_ 1 4- IAH 3 
eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit, nämlich q = -^ 

ist. Bevor wir daher die Gesetze, welche die Lehre von den 
cubischen Resten ausmachen, hier ableiten können, müssen wir 
\>ieder die Eigenschaften jener complexen Zahlen auseinander- 
setzen, üa jedoch hier Alles sich sehr ähnlich verhält, wie bei 
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den coiiiplcxeu Zahlen a -{- bi, so werden wir nur Dasjenige 
ausführlich hehandehi, was abweichend ist, alles Andere dagegen 
nur andeuten. — 

Zu jeder Zahl a -|- öq i^ehovi die sogenannte conjugirte 
Zahl a -}- bQ^, welche statt q die andere imaginäre Cubikwurzel 

_ 1 __ yZTs 
der Einheil q"^ = enthäll, und mit IliUe der Gici- 

chung 1 + ^ + (>2 = auf die Form {a — b) — bQ gebracht 
werden l(ann. Das Product der beiden conjugirten Zahlen 

(a + bQ) (a + 6^2) = a'^ — ab + b'^ 

heisst ihre Norm, in Zeichen: N(a-\-bQ). 

Jede Zahl, deren Norm die Einheit ist, wird eine 
compicxe Einheil genannt. Aus der ersten der beiden 
Gleichungen 

[a + b)'^ — 3a6= 1, (a — b)'^ + ab = 1 , 

welche mit der Gleichung a^ — ab -\- b"^ = 1 identisch sind, 
ergiebt sich, dass a, b gleiches Zeichen haben müssen, wenn sie 
nicht Null sind; es ergeben sich also die Lösungen: a=0,6 = 4:^' 
^< = + 1, 6 = und aus der zweiten jener Gleichungen: a — 6==0 
also a = b, und a^=l, d. h. noch zwei andere Lösungen: 
a = l, 6 = 1; a = — 1,6 = — 1. Hiernach existiren nur 
folgende sechs Einheiten : 

+ 1, — 1, + Q, — Q,1+Q=^ — Q^, — 1 — (» = -f p2. 

Die Zahl 3 ist in der Theorie der complexen Zahlen a -{• bg 
keine Primzahl, vielmehr das Product der beiden conjugirten 
Factoren 1 — q und 1 — ^^. Der zweite derselben kann auch 
gleich — Q^ (1 — q) gesetzt werden , ist also nur unwesentlich 
vom ersten verschieden. 

Jenachdem die Norm einer complexen Zahl a'\-bQ 
durch 3 theilbar oder nicht theilbar ist, hat a -{- bQ 
den Factor 1 — q oder nicht. Denn, ist 

a^bQ = {l-Q)(a + ßQ), 

so ist offenbar N {a -j- bQ) durch iV (1 — (») = 3 theilbar ; aber 
auch umgekehrt, wenn a^ — a6 -f- 6^ = (a + 6)^ — 3a6 durch 
3 theilbar ist, so ergiebt sich a -{- b = 0, b ~ — a (mod. 3) 
tl. h. 6 == 3 m — a, also 

a -^ bQ = SmQ -{- a [1 — q) , 
Es bezeichne nun a -{- bQ eine nicht durch 1 — q Ihcilbare 
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Zahl» so erhält man durch Mulliplication mit den sechs Einheiten 
folgende Gruppe von associirlcn Zahlen: 

±{<t + bQ), ±(b + (b — a}Q), ±;{b — a — aQ).- 

Da a -j- bQ durch 1 — g nicht theilbar ist, hat N{a + bg) 
die Form 3n + 1 oder 3« — 1, demnach folgt aus der Con- 
gruenz a^ — «ö + ft^ ^ (a-f" b)'^ (mod. 3) die andere: a + ^-^db^ 
(mod. 3), d. h. entweder: « zet + 1/6 = 0, oder a ^ + 1, 
6 = + i 2i^s^ b — « ZI 0, oder : a ^ 0, b ~ ^ 1 also b — q^ + 1 
(mod. 3). Diese Betrachtung zeigt, dass unter ^den sechs assoeiir- 
ten Zahlen stets eine einzige existirt, welche der Bedingung Ge- 
nüge leistet, dass der Coefficient von q durch 3 theilbar, der 
andere Theil = — 1 (mod. 3) ist. Diese Zahl soll die pri- 
märe Zahl der Gruppe genannt werden. 

Jede Zahl a-\-bQ kann dadurch, dass man dem q seinen VVerth 

substituirt, auf die Form — ^^^-^ gebracht werden, worin 

A = 2a — b, B '= b, also A iz B (mod. 2) 

ist. Umgekehrt ist ^ + ^^-^ stets einer complexen Zahl a + 6^ 

gleich, wenn A^: B (mod. 2) ist, denn man braucht nur zu setzen: 

b = B, a = —^—^ 

2. Die reellen Primzahlen ^ mit Ausnahme der Drei, zer- 
fallen in zwei f Gruppen: in Primzahlen von der Form ßn -{- 6 
und solche von der Form 6w -}- 1. Die erstem spielen auch in 
der Theorie der complexen Zahlen a -{- bg die Rolle von Prim- 
factoren, d. h. sie sind nicht weiter in Factoren zerlegbar, welche 
von Einheiten verschieden sind. Wäre nämlich eine solche Prim- 
zahl q dem Produete zweier complexer Facloren gleich, etwa 

_ a + b v^ . Ä + B' y^ 

^— 2 " • 2 

so ergäbe sich daraus 

2_^* + 3Ä« A'^ + SB'^ 



r = 



4 • 4 



worin die beiden Factoren als Normen complexer Zahlen ganze 

reelle Zahlen sein müssen. Eine derselben muss durch q theilbar 

sein, z. B. 

A^ + dB^ = (mod. 17); 
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entweder folgen hieraus A = aq, B = ßq, während a,ß ganz- 
zahlig sind; da aber dann 

^ ~ 4 • 4 

wäre, so wurden die complexen Zahlen — *—^ » — —= 

Einheiten sein, was Iteine eigentliche Zerlegung von q ergäbe. 
Oder man findet A, B nicht durch q theilbar, wo dann eine Zahl ß 
der Congruenz Bß = 1 (mod. q) gemäss bestimmt werden kann, 
und sich (Aß)^ = — S (mod. q) d. h. 

nach dem quadratischen Reciprocilätsgesetz und Gl. (7) Vorl. 9 also auch 

(t)-(i)-+' 

ergiebt, wahrend doch unter den beiden Resten 1, 2 (mod. 3) 
der erstere den quadratischen Rest, also der letztere den quadra- 
tischen Nichtrest von 3 repräsentirt. 

Wenn so die reellen Primzahlen der Form 6« + ^ 3"*^'> 
als complexe Zahlen Primzahlen bleiben, weiss man aus Nr. 1 
der 11. Vorlesung, dass jede Primzahl von der Form 6n + 1 
In zwei conjugirte complexe Factoren zerlegbar ist, von denen 
man sich, wie in Nr. 3 der 12. Vorlesung bezuglich der complexen 
Factoren der reellen Primzahlen 4n + 1, leicht überzeugt, dass 
sie nun die Rolle von Primfactoren übernehmen. ^ 

Es giebt demnach hier drei verschiedene Arien von Prim- 
factoren: die Zahl 1 — q, die reellen Primzahlen der Form 6n + 5, 
und die zweigliedrigen Primzahlen, welche reelle Primzahlen der 
Form 6n + 1 zu Normen haben. Die zweite Gattung ist primär, 
die Zahl 1 — q soll als primäre ihrer Gruppe bezeichnet werden, 
die Zahlen der dritten Galtung werden es, mit einer passenden 
Einheit multiplicirt. Genau auf demselben Wege, wie bei 
den complexen Zahlen a -j- ^^ lässt sich beweisen, 
dass jede complexe Zahl nur auf eine einzige Weise 
als Product solcher primärer Primzahlen dargestellt 
werdenkann. 

3. Dazu genfigt es n^ch der allgemeinen Be- 
merkung in Nr. 4 der 12. Vorlesung, Zweierlei nach- 
zuweisen: Erstens, dass ein endlicher Algorithmus 
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zur ßerechnung des grössten gemeinsamen Tbeilers 
zweier complexer Zahlen existirt, was durch folgenden 
Satz (nach der eben angeführten Nummer) offenbar erreichbar 
wird : 

Sind m = — ^—- und m = *— ^ zwei com- 

plexe Zahlen von der Art a'\-hQ, so giebt es stets 

eine compiexe Zahl z = ^ >^ "" derselben Art, von 

der Beschaffenheil, dass iV(m — m z) < V2 ^M ^^'- Denn, 
setzt man 

A' + B' y^ ^ ^ ^ 

sodass 

— 9 A A'-^-ZB B' ^ _ 9 B A' — A B' 
^ — ^ ' A'^ + d B'^ ' P — ^ • ^'2 + 3 Ä'2 

ist, und wählt für y diejenige ganze Zahl, welche ^ am Nächsten 
liegt, für X dagegen diejenige der beiden, a umgebenden, Zahlen, 

welche mit y gleichartig ist, so ist ^ ^ eine compiexe, 

aus Q gebildete, Zahl von der Beschaffenheit, dass 

also 

ist, was zu zeigen war. 

Zweitens muss gezeigt werden, dass ausser den 
oben bezeichneten Primzahlen keine andern existiren, 
was ganz ähnlich geschieht^ wie in der vorletzten Vorlesung. — 

Definirt man nun wieder zwei compiexe Zahlen n, n als 
congruent (mod. m), wenn ihre Differenz durch die (compiexe) 
Zahl tn theilbar ist, so gelten die gewöhnlichen Regeln und Sätze, 
darunter namentlich der Satz, dass eine Congtuenz, welche in 
Bezug auf einen Primzahlmodulus stattfindet, nie mehr incongruente 
Wurzeln hab^n kann, als ihr Grad beträgt. 

Sei a -{- bg eine compiexe Zahl, so werden alle diejenigen 
complexen Zahlen, welche mod. {a -{- bg) der Zahl a -\- ßg con- 
gruent sind, durch die Gleichung 
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^ + yQ = (^-\- ^9) (i + ^q) + f^ + ß9 

bestimmt, weiin /. u alle möglichen ganzzahiigen Werthe erhalten. 
Ans dieser Gleicliimg ergeben sich aber 

X = al — hu -\- a, y =z bt -^ (a — b) u -^ ß . 

Ist also d grusster gemeinsamer Tlieiler von a und b, also 
auch von a — b und b, so muss y ^ ß (mod. d) sein, und, weoii 
1/q der kleinste VVerlh ist, welcher dieser Bedingung genügt, so 
hat die Gleichung 

bt -{- (a — b) u = ijf^ ^ ß 
unendlich viel ganzzahlige Lösungen der Art, dass die Formeln 

alle Lösungen ergeben, wenn /^. u^^ eine derselben, und z eine 
unbestimmte ganze Zahl bezeichnet. Dann findet man aber 

^ = «^0 — *«o + « H J— - • 2:, 

und es giebt einen bestimmten Werlh des z, für welchen x kleiner 

wird als ^ ^ • ^^^ entsprechende Werth von x heisse arg, 

dann ist 

^0 + PoQ = ^ + ßQ "ioJ- (« + ^q) 

und der Beweis geliefert, dass unter allen Zahlen a: + y (» , bei 
welchen x, y die Werthe aus den beiden Beihen : 

0, 1,2, .... ^^!^-«A+A'_iY 0, 1,2 [d-l] 

resp. erhalten, stets eine einzige einer gegebenen Zahl mod. 
(a-^bQ) congruent ist, mit andern Worten: esgiebt a^ — «6 + 6^ 
incongruente Beste, und die Zahlen x -^ y q con- 
stituiren ein vollständiges Besten System mod. [a-^bQ], — 
4. Ist nun m == a + *? ^iwe von 1 — q verschiedene 
Primzahl, so ergiebt sich wieder sehr leiclit das Analogon des 
Fe r manschen Lehrsatzes: Für jede, durch m nicht theii- 
bare, complexe Zahl n besteht die Congruenz 

(1) w/*-^ = 1 (mod. w), 

in welcher ft die Norm von m bedeutet. Diese Norm ist 
gleich q'^, wenn m eine reelle Primzahl q von der Form 6n + ^ 
bezeichnet, dagegen gleich p, wenn m ein Factor einer reellen 



— 191 — 

Primzahl p von der Form 6n + 1 ist; in allen Fällen also ist 
fjL von der Form 6n + 1. % 

Aus dieser Bemerkung folgt, dass die Congruenz (1) auch 
folgende Darstellung zulässt: 

/t— 1 fi—i fi—i 

[n ^ —l)[n ^ —Q){n '^ — q'^) = (mod. m) . 

Alle, durch m nicht iheilbaren, Reste zerfallen demnach in 

drei Classen von je ^^~^— Zahlen, welche rcsp. die Wurzeln der 

drei Congruenzen 

M—^ h^ h—Ji 

(2) w E^ 1, w EE p, « ^ Q^ (mod. m) 

sind. 

Die Zahlen der ersten Classe sind die cubischen 
Reste von m. Zum Beweise dieses Hauptsalzes gelangt man 
mittelst derselben Betrachtungen, wie in Nr. 7 der vorletzten 
Vorlesung , . nur dass hier ein anders zusammengesetztes Rest- 
system (mod. m) zu Grunde gelegt werden muss, dessen Existenz 
leicht zu erkennen ist, nämlich ein, aus drei solchen Gruppen 

von ^ "7 Gliedern bestehendes Restsystem, dass, wenn r die 

Zahlen der einen Gruppe bezeichnet,, die der beiden andern durch 
TQ und r^2 resp. ausgedrückt werden. 

Unter dem cubischen Character einer durch m 
nicht theilbaren Zahl n soll hinfort diejenige Potenz 
von q verstanden werden, welche in der Gongruenz 

h ^^ q' (mod. m) ■ 
gewählt werden muss. Fuhren wir für denselben das von 

Eisenstein benutzte Zeichen — ein, so ergiebt sich dem- 
nach die Gongruenz 

(3) n ' = [^] (mod. m). 

Auch hier sei, wenigstens in aller Kurze, des Analogons des 
Gauss'schen Lemma gedacht^ dessen Beweis, auf dem vorher 
angegebenen Restsysteme beruhend, nach den früheren Mit- 
theilungen keinen Schwierigkeiten unterliegt. Dies . ist folgender 
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Satz: Ist n einedurcli m niciit tlieiibare Zahl, und wer- 
den a, /3, y von den ^^^ Zahlen n . r resp. Zahlen der 
Gruppen r, r^, /*^^ resp. (mod. m) congruent, so ist 

(4) |^^;;j=^/»+2r. 

5. Da auch das Symbol Tür den cubischen Cliaracler oflTenbar 
ausser der Gleichung 

(5) 7" l" ~ ' wenn n ^^n (mod. m) ist, 

auch der andern Gleichung 

(6) [^] = [:]-[^]' 

in weicher n, n zwei gleiche oder verschiedene, durch m nicht 
theilbare Zahlen bedeuten. Genüge leistet, der cubische Characler 
eines Products also durch die seiner Factoren bestimmt wird, so 
genügt es, im Folgenden die einfachen Fälle zu betrachten: 

w = — 1, « = ^, 11=1 — ^, n = m', 

wo m eine von m verschiedene complexe Primzahl bedeutet, und 
die Werthe der zugehörigen Symbole 

i"^]' [»]' [""«"]• [«] 

zu bestimmen. Für das letzte exislirt wieder ein sehr einfaches 
Reciprocitätsgesetz, das dritte soll später untersucht, die ersten 
beiden aber können unmittelbar gefunden werden. 

Ist nämlich n eine reelle Zahl und q eine reelle Primzahl 

von der Form 6 m + 5, sodass ^-^ eine ganze Zahl ist, so folgt 

aus dem Fermat'schen Satze: n^"^ iee 1 (mod. q) die Congruenz 

(wV-1) ^ = n -^ = 1 (mod. q) 
und folglich 

Hiernach ist z. B. [^^^ 1 = + 1- Ebenso a})er ist, wenn 

a -}- ÖQ Factor einer Primzahl p von der Form 6w + 1 ist, nach 
der Definition 



r 
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also findet man allgemein: 

Aus der DefiniCion des Symbols selbst ergiebt sich ferner 
sofort die Congruenz 



M- 



> ^ (mod. m), 



3 



oder, weil m von 1 — q verschieden vorausgesetzt ist, die Gleichung : 

Schliesslich sei hier eine einfache Bemerkung angefügt. Ist 
q' der Werlh des Symboles — Ja r so besteht die Congruenz: 

(cc +ßQ) ^ = Q' (mod. a + 6(>), 
d. h. eine Gleichung von der Form 

tu} 

in welcher fA = N(a -f- öq), A, B ganze reelle Zahlen sind, und 
welche wegen der Irreductibilität der Gleichung ^^ + ^ + 1 = 
auch bestehen muss, wenn ^^ statt ^ gesetzt wird; dadurch aber 
ergiebt sich 

(a + /S^2) * = ^«» + (a + hf) [A + ^^«) 
oder 

(a + /S(>2) ^ = ^«» (mod. a + bq% 
d. h. der Werth des Symbols | T^^« Ist q^*. Aus dieser Be- 
merkung erhält man die nützliche Gleichung: 

Beweis des Beciprocltätsgesetzes. 

6. Nachdem im Vorigen die arithmetische Grundlage für die 
Theorie der cubischen Reste gelegt worden, müssen nun die- 

Baohmahh, Lehre d. Kreisth. 13 
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jenigen Formeln aus der Kreislheihing zusammengestellt werden, 
durch deren Hilfe der Beweis des Reciprocitätsgesetzes sich er- 
giebt. Wir sind darauf bereits in Nr. 2 der 11. Vorlesung ge- 
fuhrt worden. Bezeichnen wir hinfort mit T^, T^ die beiden Aus- 
drücke: 

so liefern die Formeln der angeführten Nr. folgende Gleichungen: 



(11) 



7, .r2 = (-i)' .p 



(12) T,^ = p[a-^hQ), T^^=p[a-^hq''), 

worin 

(13) ö + 6 (» = yy^ind.^ + ind.(l+iu) 

gesetzt ist. Aus den Gleichungen (12) erhält man die Ausdröcke 
Ty, T^ durch Wurzelausziehung, aber mit der Unbestimmtheit be- 
haftet, dass man nicht weiss, welche der Cuhikwurzeln ihnen 
gleichzusetzen sind; diese Frage, welche der in Nr. 3 der 9. Vor- 
lesung bezuglich der Summe S aufgeworfenen analog ist, ist auch 
hier bisher noch nicht beantwortet worden, jedoch bedarf «s 
auch wieder ihrer Lösung nicht zum Beweise des cubi$cben Re- 
ciprocitätsgesetzes. Wohl aber haben wir festzustellen, o\^ ii) der 
durch die Kreistheilung erhaltenen Zerfällung von p in c|ie beiden 
conjugirt-complexen Factoren « + ft^» ö + hQ^ ^^ifißc primär 
sind, oder nicht. Die Antwort hierauf wird ebenfalls durch die 
Resultate d^r angeführten Nr. geg[eben und fallt zu Gunsten der 
erstem Alternative aus, da wir dort gesehen haben, dass a^ — 1, 
ft = (mod. 3) ist. 

Bezeichnen wir also fortan mit o, a' die beiden conjugirt- 
complexen primären Factoren, in welche p zerlegbar ist, se niuss 
23 mit einer dieser beiden Zahlen: 

übereinstimmen. Da das Vorzeicheh von B mit der willkür- 
lichen Wahl der primitiven Wurzel g sich ändert, dürfen wir 
letztere so gewählt deqk^n, dass m =^ a -{- b.Q wird. Aua den 
beiden Congruenzen 
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3 



m-j^ bg =0, a -{- bQ=^.0 (mocl. »), 

deren erste eine Folge der Congruenz (13) in der angeführten 
Vorlesung ist, schliesst man sodann, dass 

g ^ :^ Q (mod. o) , . 
also -^ h=^ ist. Hierdurch erhalten die beiden Ausdrucke T^, Jj 
folgende Gestalt: 

jU = l »1 = m = 

oder, was dasselbe ist, 



*=i 
Ebenso kommt 

s = p—l 



-f M 



r, = >'l4-l.r'. 



Jj =•>' 1^1 . r' 



Ersetzt man in diesen Ausdrucken r durch r^, während Ar 

durch p nicht tlieilbar ist, und bezeichnet die so entstehenden 

Ausdrücke mit T/^), T^^^\ so findet nfkan leicht folgende Be- 
ziehungen: 

(14) r,(*) = [±]' . r. . r,(*) = [A J . r,. 

7. Durch die soeben angegebenen Hilfsmittel können wir 
nunmehr das Reciprocitätsgesetz, welches in der Theorie der 
cut>ischen Reste herrscht und von allen analogen Gesetzen das 
einfachste ist, mit Leichtigkeit beweisen. Wir unterscheiden aber 
dabei vier Fälle. 

1) Sind q, q zwei reelle Primzahlen von der Form 

6« + ö, so folgt aus der Gleichung (7) sowohl -^ == 1 als 
auch -?- = 1 , also ist stets 

'>^) ' [f]-ra- 

2) Während q eine Primzahl der Form ßn -|- 5 ist, 
sei p eine solche von der Form 6n -f- 1 und a, m ihre 
primären Factoren. Erhebt man den Ausdruck T^ zur ^'^ 

13* 
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Potenz, so ergiebt sich, indem alle durch g tlieilbaren Glieder 
der Entwicklung vernachlässigt werden, die Congruenz: 



5=1 ^ -^ 



und folglich nach (14): ' ^ ^ ^ 

f," ^ [i] ■ Tr 

MuUiplicirt man hierin mit T^ und berücksichtigt die Glei- 
chungen (11) und (12), so kommt: 

und durch Erhebung zu der (q — l)'""" Potenz, wobei p*-* ^ 1 
gesetzt werden darf, 

(pea) ^ = [-|pj (mod. q). 

Obwohl diese Congruenz keine gewöhnliche ist, .darf sie doch wie 
eine solche aufgefasst werden, denn, als Gleichung geschrieben, 
hat sie die Form 

• m"^- [1] = y • »'. 

worin W eine ganze Function von r mit ganzzahligen complexen 
Coefficienten bezeichnet, ist also von der Art der Gleichung (10) 
in der 11. Vorlesung, und, da sie ebenso wie diese bestehen 
bleibt, indem man ^ durch q^ ersetzt, wie sich leicht ergiebt, 
indem man mit dem* Ausdrucke T^ ebenso verfährt, als es mit 
T] geschehen ist, so gestattet sie analoge Consequenzen und föhrt 
zu dem Schlüsse^ dass die DifTerenz 

durch q theilbar, also endlich 



ist. Da nun 
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ist, schliesst man iifich Formel (7) die Gleichung: 

3) Nun seien p und />, zwei verschiedene Prim- 
zahlen der Form 6n -f- 1, jene habe die primären 
Factoren 23,19', diese die primären Factoren i9j, si/. Er- 
hebt man den Ausdruck J, zur p/^" Potenz und vernachlässigt 
alle durch p^ theilbaren Glieder der Entwicklung, so findet man 

T,P^ = ^ r-|-l rP^s = y^o,,) (n,od, p,) , 



also nach (14): 



»^^[tj-^.. 



r,'*' =e: 



woraus sich, indem man mit T^ multiplicirt und die Gleichung (11) 
berücksichtigt, folgende Congruenz: 



( V-' ~ [t]') p - 



oder auch nach (12): 

ergiebt. Diese Congruenz Gndet zwar nicht im gewöhnlichen Sinne 
statt, jedoch findet hier die Bemerkung aus dem' vorigen Falle 
wieder Anwendung und man erhält im gewöhnlichen Sinne 

y»-i 
{pm)' =[^] (mod.pj, 

also,. da m^ ein Factor von p^ ist, auch (mod. ssj), und daher die 
Gleichung 

m-m- 

Da nun auf demselben Wege 

m - [i! 

gefunden wird, so folgt zunächst durch Multiplication beider 
Gleichungen 

H'["]=[»]-H' 
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und, wenn nun beiderseits mit f-^ 1 mulüplidrt und die zweite 

der vorhergehenden Gleichungen sowie der Umstand beaclitet 
wird, dass der Ci^bus des Symbols für den cubiscben Cbaracter 
der Einheit gleich wird, so ergiebt sich 



!") m = [-•'] 



4) Hiermit wären alle Fälle erschöpft, welche man durch 
Combination der verschiedenen Arten complexer PrimzaUen her- 
stellen kann, wenn der vorige Beweis auf zwei con}ugirte zwei- 
gliedrige Primzahlen Anwendung fände, was jedocH nicht der 
Fall ist, da man die Normen der Primzahlen p und P| als ver- 
schieden dabei vorauszusetzen hat.. Es seien daher endlich 
a-^bQ und a -{- öq* zwei conjugirte primäre Prim- 
zahlen mit der Norm p, so findet sich aus den identischen 
Gleichungen 

a + 6p = 2a — 6 — (ö + ft^^) = ^ — (a + öq'^) 
a + bq*^ == 2 a — b — («-{- bg) ^= A — (ö-f- ft^) 

,und der Gleichung (5): 

Da aber nach der Congruenz (16) der 11. Vorlesung A cubiscber 
Rest von p ist, so ist es auch ein solcher von jedem der beiden 
Factoren von p, die beiden Symbole haben daher den gemein- 
samen Werth Eins, und man findet: 

in allen F'ällen bleibt also die Beziehung zwischen den reci- 
proken Symbolen dieselbe, und es ergiebt sich das sehr einfache 
Reciprocitätsgesetz : Sind m, m zwei primäre Primzahlen 
von der Form a-\-bg, so ist der cubische Chäracter 
von m in Bezug auf m dem cubiscben Cbaracter von 
rn in Bezug auf m gleich. 

Dieses Gesetz wurde zuerst von Jacobiin seiner Note über 
Kreistheilung ausgesprochen und ist auch in seinen Vorlesungen 
bewiesen worden. Der erste, übrigens ganz ähnliche Beweis, 
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weicfatr davon publicirt worden, ist der Eisen stein 'sehe in 
Crelle's J. Bd. 27*), welchen in den Hauptzügen wir hier wie- 
dergegeben haben. Vgl. übrigens wieder Leb es gue's recherches 
sur les nombres, in Liouv. J. Bd. 4. 



Fünfzehnte Vorlesung. 

Die Bildung der Periodengleichungen. Zerföllung von X in 

Factoren. Die Ergänzungssätze. 

1. In der 6. und 8. Vorlesung haben wir zwei Methoden 
kennen gelernt, um die Kreistheilungsgleichung aufzulösen: Die 
eine führte sie auf Hilfsgleichungen zurück, deren Wurzeln die 
zusammengehörigen Perioden von derselben Gliederzahl waren, 
die andere lehrte diese Hilfsgleichungen sowohl als die Kreis- 
theilungsgteichung selbst direct auf reine Gleichungen zu redu- 
cireri. Obwohl nun vermittelst dieser letztern Methode die Perioden 
gefunden werden können, ohne die Gleichungen, deren Wurzeln 
sie sind, erst wirklich zu bilden, so ist die Bildung derselben 
doch sehr lehrreich und soll hier in einigen der einfachsten Fälle 
wirklich durchgeführt werden, weil auch hier wieder der wunder- 
bare Zusammenhang zwischen der Kreislheilung und höheren 
Arithmetik zu Tage tritt. — 

Sind wieder tjq, rj^ . , : . ^^_i die e Perioden von f Gliedern, 
so besteht die Aufgabe, welche wir uns« stellen, in der Bestim- 
mung der Coefficienten der Gleichung F(x) = 0, deren Wurzeln 
sie sind, mit andern Worten: in der Bestimmung der Werthe 
für die einfachsten symmetrischen Functionen: 

^0 "t" ^1 + • • • • + Ve-l 
Vi) V\ + ^0 ^2 + ^1 ^2 + + Vc-2 Ve-^l 



%n\ ' ' ' ' Ve-l 



*) EiBenstein, Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die cubischen 
Beste in der Theorie der aus 3^*" Wurzeln der Einheit zusammenge 
setzten compldten Zahlen. 
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denn diese sind bekanntlich, mit passendem Vorzeichen genom- 
men, jenen Coefßcienten gleich. Die erste derselben ist als 
Summe aller Wurzeln der Kreistheilungsgleichung bekannt, nämliili: 

(1) % + Vi + + Vc-i = — 1 . 

Um die übrigen zu bestimmen, kann man sich der Sätze 
in Nr. 6 und 7 der 6. Vorlesung bedienen, vortheilhafter aber 
sind folgende, von Kummer in Cr. J. Bd. 35 pag. 328 mit* 
getheilte Betrachtungen. 

Das Product der beiden Perioden: 

fc=0 

kann folgendermassen geschrieben werden: 




da für ein stehendes s die Zahlen t -f- s und / gleichzeitig den 
Zahlen 0, 1,2, ..../*— 1 (mod. f) congruent werden. Indem 
man nun zuerst die Summation nach 5 ausführt, muss man zwei 
Fälle unterscheiden: entweder wird für ein bestimmtes ii 

(2) 1 + ^'+* = (mod. p) , 

dann reducirt sich der entsprechende Theil der Doppelsumme 
auf f\ oder aber man findet 

(3) 1 + f^-^ = ^^^* (mod. p) , 

während h eine der Zahlen 0, 1, 2, .... e — 1 und z eine der 
Zahlen 0, 1, 2, .... /* — 1 bezeichnet; in diesem Falle wird der 
entsprechende Theil der Doppelsumme gleich 

s=0 

Nun ist die Congruenz (2) gleichbedeutend mit der Gleichung 

e t -{- k == , denn et -\- k kann nur einen der Werthe 

0, 1, 2, .... p — 2 haben , unter welchen der eben bezeichnete 
allein jener Congruenz genügt. Ist aber f gerade, so folgt aus 
dieser Gleichung, dass k durch e theilbar ist, welcher Bedingung 
unter den Werlhen 0, 1, 2, .... e — 1, die k erhalten kann, 
nur k = entspricht, und dann giebt es nur den einen 
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Werth t = i, für den die Gleichung besteht. Ist dagegen f un- 

gerade, so muss k durch 4* theiibar, kann aber nicht Null 

sein, da sonst f.^^aO (mod. e), also f gerade sein wurde, 

also ergiebt sich ä = 4 ""^ ^ = ^~" • Versteht man hier- 
nach unter «^*J die Einheit, wenn entweder f gerade und k = 0, 
oder f ungerade und fc =^^ ist, in allen andern Fällen aber die 
Null, so tritt allgemein der erste der obigen Fälle n^^^mal ein. 
Mit m\ möge ausserdem bezeichnet werden, ffir wieviel ver- 
schiedene Werthe des / der zweite Fall eintritt, sodass w^ ä= 
ist, wenn einem Weutlisysterae ä, k kein, der Congruenz (3) ge- 
nügendes Werthsystem /, z entspricht. Dann ist offenbar 

(4) % nk=^ w^*> . /*+ »»5 • '»?o + »»1 • "»Ji + — + ^A • %-i' 

also, indem in dieser Gleichung r^ statt r gesetzt wird, wo- 
durch die Perioden %, rj^, , . . . iy^_i um m Stellen cyclisch ver- 
tauscht werden, auch 

Mit Leichtigkeit ergeben sich einige allgemeine 
Eigenschaften der Coefficienten m^ . Da zunächst jede 

Periode f Glieder enthält, so hat das Product ti^ . tik deren f^, 
aus der Darstellung desselben in der Form (4) folgt daher un- 
mittelbar die Gleichung 

(6) n(*) + mj + mj + . . . . + m^l, = f, 

und mit Rucksicht auf sie fmdet man, dann 

VoVk+niVk+i + •••• + ^^-1 Vk-i = n^^^ . e f—m^^ — mj — .... — w^^^ 

(7) =n^^).p-f. 
also auch 

oder, wenn k statt k -^ m gesetzt wird : 

(8) rim rik + ^»»+1 Vk+i + .... + ri„^i Vk-i = n^^-"") . p -^ f , 
Ferner wollen wir die Gleichung (4) mit i}^ multipliciren 

und in der so gebildeten Gleichung r successive durch r^, 

r^^, . . . . r^*~* ersetzen, wodurch sich folgendes System von 
Gleichungen ergiebt: 
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i/r-i ^A-i ^?it-i = n^'^Kf. i?A-i + »iJ.i?#-i ^A-i + wJ • ^o'?*-i+ •••• 

Addirt man diese Gleichungen, so wird der Co^fitcieDt von 
fi<*) sowie der Co^fffcienl jeder der Zahlen m^^ M^h (8) den Werlh 

— f liat)en, ausgenommen für ein gerades f den CMfBdeiUii 
von mj. weither 

VkVA + fik^mA-^i + • • • • + i?A-i^A-i 

also nach (5) gleich p — f «ird, da, wenn f g<Tade, «W =s 1 
ist; für ein ungerades f aber den Coefficienten m^, j^, welcher 

(l) 

ist, also denselben Wertli hat, weil jetzt ft '^ «» 1 ist. Je nach 

diesen beiden Fällen für f ergiebl sich also bei Berucksichtiguog 
der Gleichung (6): 

wenn f gerade ist, rj^ t^ r^k + nx Vh^i ^*+i + • • • • 
+ rie-ifiH-irifc.i = — /^ + p . mj 

wenn /'ungerade isl, n^rihVk + n\ ^A-hi^*+i + • • • • 

^ 2 

Da nun der Ausdruck zur Linken dieser Gleichungen durch 
eine Vertauschung von h und Ar sich nicht ändert, so erbMl man 
eine weitere Eigenschart der Zahlen mj^, welche durch die 

Gleichungen 

Im* = mj für ein gerades f 
fn^_^_^_ = fn^tf. für ein ungerades f 

ausgedruckt wird. 

Endlich setze man in Gleichung (5) statt der Zahlen m und 
k resp. m + A: und e — Ar, so ergiebt sich 

die Vergleichung dieses Werthes von ri^ ly,,^^ mit dem durch (6) 



(9) 
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gegebenen liefert aber .iriit Leicbtigkeit nocb folgende Beziehung 
zwischen den Zahlen mi : 

(11) <=^^ti' 

2. Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun 
zunächst diejenige quadratische Gleichung aufstellen, 

welche die — — gliedrigen Perioden zu Wurzeln hat; 

sind diese i/q. i/p so sind also in der Gleichung 

«^ — (^0 + ^i) ^ + %Vi = 
die Coefficienten zu bestimmen. Nun Ist nach Gleichung (1) 

n — 1 

nach Gleichung (4) alier, wenn ^>— » was hier an Stelle von f 
tritt, gerade ist. 

Die ganzen Zahlen ttiq, m\ ergeben sich nach Formel (11) 
einander gleich, was man auch leicht durch folgende Betrachtung 
erkennt. Nennt man n den Werth von ^o • ^i ? welcher 'nach 
Nr. 6, 3) der 6. Vorlesung eine ganze Zahl Ist, so lässt sich die 
vorige Gleichung auch so schreiben: 

in welcher Gleichung man alle Potenzen von r unter den p^^'* 
Grad erniedrigen, sodann durch r dividiren und so eine Gleichung 
erbalten kann, weiche wegen der Irreductibilität der Kreisthei- 
lungsgleichung m\ ='m\ = — n ergiebt. Dieses Resultat, ver- 

bunden mit der aus (6) folgenden Bedingung iw'q + m\ = ^-^ — 

liefert . 

p — 1 

'i 

Ist dagegen — ^— ungerade, so findet sich aus Gleichung (4) 

und auf demselben Wege die Gleichheit der Coefficienten m'Q,m\, 
welche wegen der aus (6) folgenden Bedingung 

1 + '«'o + ^\ = ^^ 
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die Gleichungen m\ = m\ = — j— und 

p+l 
^0 Vi = ^^ 

liefert. Beide Fälle lassen sich in einer Formel zusammenfassen, 
indem man schreibt 

%Vi = — 4 • 

Die gesuchte Gleichung bat demnach die Form: 

(12) ^2 + ^+1^^1=^)1^ = 0, 

und ihre Wurzeln sind 



2 . 



nos -i + V (-1) ^ P -i--K(_l) 

(13) i?o = 2^ '— * Vi = ' — 2^ 

wie uns bereits durch die Formeln (26) der 9. Voriesung be- 
kannt ist, von wo wir sogar noch weiter wissen, dass die Quadrat- 
wurzeln in diesen Formeln positiv zu nehmen sind, sobald unter r die 

Wurzel cos f-isin — verstanden wird. Setzt man y«=2a:+l, 

so nimmt die Gleichung (12) die einfachere Gestalt an: 

(14) y'^ = (-l)\p.^ 

Da für ein gerades ^-5— , d. h. für eine Primzahl von der! 

Form 4« + 1 sich «<*> == ergiebt^ so findet die Congruenz (2) 
d. h., da e = 2, A: =3 1 zu setzen Ist, die folgende: 

(15) , ^2/+i = _i(,nod.p) 

für keinen Werth des / statt, und folglich muss ^ 1 einer geraden 
Potenz von g congruent, also quadratischer Rest Yon p sein. 

Ist dagegen p von der Form 4n + 3 also ^^-5 — ungerade, so 

findet die C4ongruenz (2) für e^=2^ k=\ d. i. die Congruenz (15) 

statt, wenn man < ?= ^ setzt, also ist — 1 quadratischer 

Nichtrest von p. Man gelangt auf diesem Wege wieder 
zu der Formel 
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(V) 



(-1) 



zurück, welche in Nr. 2 der 9. Vorlesung aus der 
Theorie der quadratischen Reste direct gefunden ist. 

3. Nach Nr. 8 der 6. Vorlesung sind die ^ ^ Einheits- 

wurzeln, aus welchen die Periode i/^ besteht, die Wurzeln einer 

Gleichung vom Grade ^—^ — » deren Coefficienten ganze , lineare 

und ganzzahlige Functionen der beiden Perioden t\^, i^i sind, 
also die Form ao^o'4'^i^i ^^^i* nach den Formeln (13) auch 
folgende Form: 

7/ ^^ 

m + nt (—1) ^ p 
2 

haben, während darin die Coefficienten ganze Zahlen bedeuten. 
Bezeichnen wir jene Gleichung kurz durch 

y— 1 p— 3 

2" 

so ist hiernach klar, dass wir setzen dürfen: 



7/ ^— 

^ Fjx) + Z{x).r (- 1) ^ P 
z = , 

' wenn unter Y(x), Z(x) gewisse ganze Functionen von x mit 
ganzzahligen Coefficienten verstanden werden. Die Gleichung 
/ «= aber, welcher die, die andere Periode 97, zusammen- 
setzenden, Einheitswurzeln genügen, erhält man ofTehbar aus der 
Gleichung s «= 0, indem man in den Coefficienten dieser -letzte- 
ren r durch rf ersetzt d. i. i/q mit i^i vertauscht, oder auch, 
was nach den Formeln (13) auf Dasselbe hinausläuft, indem man 
das Vorzeichen der Quadratwurzel in das entgegengesetzte ver- 
wandelt. So findet man 



x) — z(x\.r (- 



. _ r{x) - z{w) . r (-1; 

2 ;^^ 



Da nun die Function X =i in das Product 

X — 1 

der beiden Fac'toren z, z zerfällt, so ergiebt sich 
mittels Substitution folgende merkwürdige Formel: 
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(16) * • ?£-r = n^^)' - (- 1) ' P . 2(x)' . 



X— i 



In welcher Weise die Fanclionen T(x), Z[x) zusafmaeiH 
gesetzt sind, darüber wollen wir hier nur einige eInAicbe Be- 
merkungen beifugen. Ohne Weiteres lägst sich soviel dbersehen, 
dass, weil ' \ 



7/ ^ 

1 - f (- 1) * . p 

^i = — '»?o = V"^ 

Ist, die höchsten Glieder der Functionen Y[ai^y Z{a>) resp. 
p — 1 p — 3 p— 3 

2 X + ^ » — ^ ***** müssen. — Bezeichnet man ferner 
mit A{x) den Ausdruck 

mit £(a;] den Ausdruck 

p — l 

WO s zur Abkürzung für ( — 1) ^ gesetzt ist, so ist 

A (x) == JJ(x — r«) . B(x) = Jjfl^ - r^h 

a p 

wenn mit a, ß z, B. alle diejenigen quadratischen Beste und 
Nichtreste von p bezeichnet werden, welche kleiner als p sind. 

Die letzten CoefßcienCen dieser beiden FuncHoiiefi sind ( — 1) .r^ 

p — 1 p—i 

und (—1) ^ . r^ oder einfacher gleich (—1) \ da ^a und: J*/} 
durch p theilbar sind, wie man sofort einsieht, wetm nan h%^ 

merkt, dass 

und die Summe 1 + 0^ -f p^ -f -f^ gP-^ = ^J"^V =0 

(mod. p) Ist. 

Will man nun aus der Gleichung A{x) »=0,. welche die 
Wurzeln r^ hat, zu der Gleichung übergehen, welche die reciproken 

Werthe r"^ zu Wurzeln hat, so hat man bekanntlich a: i» — zu 

90 
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verwandeln, wodurch sich die Gleichung ^ | — j = ergiebt, 

welche man jedoch, wenn nur ganze Potenzen von x darin auf- 
tretei^ und das höchste Glied den Coefficientcn Eins haben soll, 

mit ( — 1) * . a: ^ zu multipHciren hat. Daraus ergiebt sich offen- 
bar die Gleichung 

und auf demselben Wege 

Uaterscheiden wir nun die beidenFälle, in denen 
p von der Form 4n + ^ *^"^ ^^^ ^^^ Form 4« + 3 ist. 
Im ersten stimmen die Reste der Zahlen — a (mod. p) mit den 
Zahlen a, die Reste der Zahlen — ß mit den Zahlen ß uberein, 
da — 1 quadratischer Rest von p ist. Daher ergiebt sich 

P—i ;»— 1 



X * . jß'j = A{x). a; * . äQ == B{x) 



d. h. 

p-t 



also 

(17) x'^. r(j^^ = Y(x), x'^.Z (^1) = Z(x) . 

Im zweiten Falle stimmen, da dann — 1 quadratischer 
Nichtreftt von p ist, die Reste der Zahlen — a (mod. p) mit den 
Zahlen ß, die Reste von — ß (mod. p] mit den Zahlen a uberein, 
wodurch man findet: 

p-i p—i 



d. h. 



-x' . j(^^ = B{x). ^x\ 1?(1) =. A{x) 



^ " [r[i) + V'P'Z{i)] = - n^) + y^P' zi^) 
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also 

(18) x~^ . y(J^^ ^-r{x),x^.z(^l^^Z{x}. 

Die Gleichungen (17) und (18) bedingen zwischen den Goeffi- 
cienten der Functionen T{x), Z[x) gewisse Beziehungen, «uf 
welche wir bei einer späteren Gelegenheit werden Rucksicht zu 
nehmen haben, f) 

AndiTe Bemerkungen über die Zusammensetzung der Func- 
tionen Y{x), Z[x), auf die hier einzugehen nicht weiter erforder- 
lich ist, sind von Legendre*) später auch von Li ou vi IIa**) 
und V. St audt **"*") angegeben worden, auf deren Arbeiten wir hier 
den Leser verweisen. 

Noch eine andere wichtige Folgerung aber können wir an 
die Gleichung z = knüpfen, welche zur Ergänzung der Theorie 
der quadratischen Reste dient, indem sie uns den quadratischen 
Charakter der Zwei liefert. 

Bemerken wir im Voraus, dass die Coefficienten der Gleichung 
2: = mittels der New ton 'sehen Formeln aus den Potenzsummen 
ihrer Wurzeln gefunden werden können, welche letztere leicht 
ansebbar sind. Setzt man wieder 



S =^r- -^^rß = + /(- 1)'^'. p . 
also ^r** = ^ ( — 1 + 5), so ergiebt sich aus den beiden Glei- 

a 

chungen 
yjr^a + Vr*/* = — 1 , 2^" —y!"^'^ = ^'^ = (~) ^' 

in welchen k durch p nicht theilbar vorausgesetzt ist, die Summe 
der k^'" Potenzen von den Wurzeln jener Gleichung, nämlich 



f) Vgl. Dirichlet's Vorlesungen über Zahlentheorie, herausg. 
von Dedekind, § 140. 

*) Legendre, th^orie des nombres, 2. Mit. Nr. 478. 
*''') Liouville, sur un point de lath^orie des dquations bindmes, 
in s. Journal Bd. 4, 2. särie. 

***) V. Staudt in einer Abhandlung in Cr. J. Bd. 67 pag. 205. 



- 209 — 

Belrachten mr nun besonders den zweiten Coefficienten der 
Gleichung, für welchen man nach den Newlon'schen Formeln 
bekanntlich 

a 

hat, während 

ist, so müssen nach Nr. 8 der 6. Vorl. alle Coefßcienten in der 
Differenz, wenn sie so reducirt wird, dass sie kein von r un- 
abhängiges Glied mehr enthält, gerade Zahlen sein. Man findet aber 

(2")' - 2- - ^*^- - 4' + (Dl » 

a a 

Da hierin die Coefßcienten gerade Zahlen sein sollen, muss 

2[l+(|)]=3 + (-l)^p (mod.8) 

sein, aus welcher Congruenz man für p^^Sn-^l und p=8n-f-7 
die Gleichung | — j 8= -[- i , dagegen für /> = 8n + 3 und 

p SS 8n + 5 die Gleichung / -— j == — 1 erschliesst. So ergiebt 

sich folgender Satz: 

Die 2 ist quadratischer Rest von allen Primzahlen 
einer der beiden Formen 8n + ^9 dagegen quadra- 
tischer Nichtrest von allen Primzahlen der Formen 
811 + 3» ein Satz, den man leicht durch folgende Glei- 
chung ausdrückt: 

(19) (7)=(-^) 

4. Setzen wir jetzt p als eine Primzahl von der 
Form 6n + 1 voraus, so können wir drei Perioden 

SAOBMAmr, Lehre d. Ereisth. 14 
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P-t 



von ^—- — Gliedern bilden u^d nach der cubischen 

Gleichung fragen, welche sie\ zu Wurzeln hiS^L Diese 
steht zur Theorie der cubisoben Reste in derselben Beziehung, 
me die vorher betrachtete quad^tische Gleichung zur Lehre von 
den quadratischen Resten, und]bi#tet daher in mehrfacher Be- 
ziehung Interesse dar. Suid i?q, ?/, , % die drei ^^ - gliedrigen 

Perioden, so handelt es sich darum, die Werthe der Coefficienten 
in der cubischen Gleichung 

(20) a;3 — (iyo + i?i + i?2)^^ + ('?«^i + ^i ^2+^2^0)^— ^o%%=0 

zu bestimmen. Da hier f= ^~^ gerade ist, so liefern die Glei- 
chungen (1) und (7) sogleich die Werthe der beiden ersten:. 

^0 + ^1 + ^2 = — 1 

Setzt man sodann in der ersten der Gleichungen (9) k= 1, h =s 2, 
so ergicbt sich auch der dritte Coefficient durch die Gleichung: 

(21) 3 . i?o^i V2 = — (~r)^ + ^ • "^V 

Da jedoch auf diesem Wege eine merkwürdige Be- 
ziehung, welche die ganzen Zahlen mj^ in diesem Falle 

zur Theorie der cubischen Reste darbieten, nicht 
hervortritt, soll derselbe Coefficient noch auf einem 
andern Wege ermittelt werden. 

Dazu bemerke man zunächst, dass das Schema der nenn 
Werthe 

(22) 



%' 


mj« 


m^ 


w 


< 


m^ 


w 


m^ 


m^ 



sich mit Rücksicht auf die in Nr. 1 angegebenen Eigenschaften 

(10) und (11) der Zahlen m\ auf das folgende reducirt, welches 

nur noch vier verschiedene Werthe enthalt: 

m^ m^ ntc^ 
(23) \m^^ V m^^ 
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Multiplicirt man nun die aus (5) für m = A: = 1 sich ergebende 
Gleichung 

mit 175 und setzt für die Producte %riQ, rj^rj^, ^o''?2 ^^^^ durch 
dieselbe Formel gegebenen Werthe ein, so wird man finden: 

^0-^1 -^2 = ^2*-/'+ K^^2^ + (V)^ + KT3% 

Da aber 170^1^2 ^^^^^^ ^^* ^' 3) ^^^ ^- Vorlesung eine ganze Zahl 
ist, müssen auf der rechten Seite dieser Gleichung die Coeffi- 
cienten der einzelnen Perioden einander gleich sein, wodurch 
dann 

^0^1 ^2 = ^2* • /*— K^^2® + Wj^'wj^ + m2^m^^), 

oder wegen der Gleichung 

m^^ 4" ^1^ "f" ^2^ "= ^2^ "t" ^2' 4" ^1^ ''^ /^ '• 

(24) % rii ri2 = {m^^f — rnjO mj^ 

hervorgeht. 

Hiernach bestehen zwischen den vier Zahlen m^^, m/, m.^^, m^^ 
drei Gleichungen, nämlich nach (6) die beiden Gleichungen: 

(25) {< 

aus welchen 

(26) Wo" = «2' — 1 

sich ergiebt, und nach der eben gemachten Bemerkung noch die 
folgende : 

(27) m^^m^^ - l) + (m,0)2 + (m20)2=ni,o^20 + ^^o^^i + ^^i^^o. 

Es ereignet sich nun merkwürdiger Weise, dass die drei 

' Gleichungen (25) und (37), verbunden mit der Bedingung, dass 

die Zahlen m^ ganze Zahlen sind, vollständig zur Bestimmung 

der vier Coefficienten ausreichen, wie man sofort sieht, indem 
man der vorigen mit 36 multiplicirten Gleichung nachstehende 
Form ertheilt: 

12 m^^ + 12 w,« + 12m2Ö + 4 = 36 (^3^ + 9(^1^ + m^^f 
+4 — 36 m^^ (m,ö + m^^) — 24 m^^ + 12 (m/-f m2^)+27(mi<>— »ij^^, 

n— — 1 

aus welcher, mit Benutzung der Gleichung m^^-{-m^-\-m2^ = -~— 

• o 

sich die Relation: 

14* 






— 212 — 

(28) 4p=(Cm,' — 3m," — Sm^" — 2p + 27 (».,"- 
ei'j^iebt. 

Man gelangt auf dii.'8e Weise einerseits zu dem 
bereits in Nr. 1 der 11. Vorlesung gefundenen Satte, 
dass düs VieiTaclie einer Prinizalil von der Form 
6n 4* i stets als Summe eines einfaclien Quadrates 
und eines drciTaclien Quadrates dargestellt werden 
kann, deren Basis resp. derEins und dcrNulI (mod.3) 
congruent sind, wieder zurück. Andererseils liefert 
gerade der Umstand, dass eine solche Zerlegung, wie 
aus dem Hauptsätze der Nr, 2 voriger Vorlesung her- 
vorgeht, nur auf eine Weise möglich ist, eine genaue 
Bestimmung der Cogfficienten mj**, mj", »i/, inj', indem 
sich die eine Gleichung (28) dadurch in zwei andere 
zerlegt. In der Tiiat, hezeiclinen J, B dieselben Zahlen, wie Inl 
der angeführten Stelle der II. Vorlesung, so muss 

(29) 6»ij' — 3mi" - 3mi" — 2 = A, 3(w,« — m/) = B 
sein. Man könnte zweifelhaft sein, ob B in i'er zweiten diese)/ 
Gleichungen nicht negativ zu nehmen sei; der Natur der Sacl 
nach ist weder das Zeichen von B noch auch das von m," — m 
völlig bestimmt, sondern von der Wahl der primitiven Wurzel \ 
abhängig, bei deren Veränderung die Perioden i],, n^ also aud 
die Zahlen m,", ntj" sich mit einander vertauschen kitnnen. 
aber die beiderseitigen Vorzeichen auf die in (29) angenommene 
Weise einander entsprechen, soll sogleich durch eine andere Be- 
trachtung erhärtet werden. 

Nun können die Werlhe der vier Coefficientcn n 



bestimmt werden. Setzt man A ^ 3a — 
man zunächst aus den beiden Gleichungei 

unmittelbar; 



'iß. 



> nndet 



soilanii aus den beiden Gleichungen 
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die beiden andern Werlhe: 

Wj — g , m.^ ^ — — . 

Hierauf crgiebt sich, da /* = ~— ist, vermittelst der Glei- 

ö 

chung (21) folgender Werth des noch zu bestimmenden dritten 
Coefficienten der cubischen Gleichung: 

(30) i/o^i V2 = \(p^ + ^^) • 

Demnach nimmt endlich die gesuchte cubische 
Gleichung die Gestalt^) an: 

(31) a^^+x'^-^-^-^x- i-(p.« + ^7!) = 0. 

oder, vermittelst der Substitution Sa? + 1 =y, die ein- 
fachere Form: 

(32) y^ — 3py — pA = 0. 

5. Da die merkwürdige Beziehung, welche die 
Coefficienten m^ zu der Darstellung von 4p in der 

Form A'^ + 3^^ gezeigt haben, bei der eben geführten 
Untersuchung ganz überraschend auftrat, wollen wir, 
ehe wir zu andern Betrachtungen weitergehen, ihren 
Grund aufsuchen. Derselbe liegt aber in dem Um- 
stände, däss diese Coefficienten mit der Function 
'^ (k, k, g) zusammenhängen, welche wir in Nr. 2 der 
10. Vorlesung eingeführt haben. In der That, die Con- 
grucnz 

t (Ä, k,g)='^ (i^ ((i + 1)« (mod. p) 

/t=i 
kann man auch so schreiben: 

ijß {h, Ar, g) =^g^'^ {g^ + 1)« (mod. p), 
wo m alle Werthe von bis p — 2 mit Ausnahme des Werthes 

n — 1 

—' — anzunehmen hat, oder, wenn man m^= et -{^ u setzt, und, 

damit m seine Werthe durchläuft, t alle Zahlen 0, 1, 2,..../* — 1, 
u aber alle Zahlen 0^ 1, 2, .... e — 1 durchlaufen lässt, die- 



*) Vgl. Gauss' disquis. arithin. art. 358. Auch Lebesgue, 
recherches sur les nombres in Liouv. J. Bd. 3. 
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jenige Coinbination l, u ausgenommen, für welche m =* u ^j^ et 
=-= ^^~ würde, auch folgendermassen : 

1/; (Ä, Ar, g) =^^<«+^'>* . {g""^^ + 1)«. (mod. p). 

Betrachten wir zuerst den Theil dieser Summe, welcher 
einem bestimmten Werthe des u entspricht, also die Summe: 

t 

so enthält diese kein GUed. für welches g"*-^^' + 1 == ^ (mod. p) 
wäre; bezeichnet daher wieder m^ die Anzahl der Werthe von t, 

für welche die Congruenz 

gu+et -|- 1 rr: g^>+ez („jod. p) 

stattfindet, Mährend v aus der Reihe 0, 1, 2, ... . e—l ist, so 
wird jene Summe (mod. />) der folgenden: 

in den Fällen also, wo h und n als Vielfache von f vorausgesetzt 
werden, auch der nächsten: 

cpngruent, und folglich 

(33) ' t\j (Ä, k, g) ^yjm^ . ör«''+*"' (mod. p) , 



u.v 



worin die Summation in Bezug auf u und v über alle Werthe 
aus der Reihe 0, 1,2,....^ — 1 zu erstrecken ist. Da bei 
diesen Transformationen die Anzahl der Glieder in den Summen 
sich nicht geändert hat, so ergiebt sich die Gleichung 

(34) ^m- = p-2. 

Bisher hatten wir keine Afinahme über die Form der Prim- 
zahl p noch über die Art der Zerlegung von p — 1 in die Fac- 
toren e, f zu machen; nunmehr wollen wir voraussetzen, p sei 

von der Form 6«+ 1, e = 3, f= ^~' . Setzt man daan 

h = n = f,so geht tf; (ä, k, g) in die Function t/; (^i— , ^^—? 9] 
über, für weiche nach den Bezeichnungen in Nr. 3 der 11. Vor- 
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iesung die Congruenz besteht: 

^(-3-' -2-'9)~A, + A,g' +A,g' ' (mod. p). 
Die Formel (33) liefert also 

(35) ^0+^1 •Ö'' +^2-0' ' -^o + ^i-ö^' +^2-^ ' 

(mod. p), 
wenn 

2«.'' . s,(''+'')/ 1= 5« + 5, p =» + 5, j, » 

d. h. 

u^v . u,v u,v 

gesetzt, und diese drei Summen über alle Combinationen u, v be- 
zogen werden, für welche resp. w + t; = 0, 1, 2 (mod. 3) ist. 
Nach Gleichung (34) besteht sodann die Gleichung 

(36) ^o + ^i + ^2 = P-2. 

Setzt man dagegen h = n = 2f, so geht die Function tf; (ä, k, g) 
in die Function 1/; (2.^^^, 2. ^*7 ,gf über, für welche 



2?t1 P-^ 



^ 



war. Die Formel (33) liefert also bei derselben Substitution: 

(37) 2< • ^^"+*'^'^= ^0 + ^1 . ö' ' + ^2 . Ö' ' 

= ^0 + ^1 • ö' + A' 9 • 
Endlich giebt die Gleichung (36) in Verbindung mit der Gleichung 

(38) A, + A, + A.,=p--2 

(s. Nr. 3 der 11. Vorlesung) die Congruenz 

^0 + ^, + ^2 = ^0 + ^1 + ^2 (mod. p), 

welche zusammen mit (35) und (37) die Identität der Zahlen Bq, 
^„ B2 mit den Zahlen Aq, A^, A^ resp. erweist. Denn man findet 
leicht daraus 

A^ = B^, A^ ~ B^, A^ = B^ (mod. p); 
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da aber somoIiI ilie [Winitiven ganzen Zalilcti Jn- A' ■^i 
cliutig (38) wegen, als auch die positiven ganzen Zahlen B^, 
Bj wegen (36) kluincr als p sein müssen, so ergiebt sich 
J^ = B^. Ay = B,. -<,=■£,. 
Bezeichnen nach alle Dies<>ni a, b, A, B dieselben Zahlen vn\ 
in der II. VnrlesutP};, nämlich 

n = ^„ — ^,, b = A^— A.^. A = 2a — b, B = h. 
so Ondet man, mit Rücksicht anf die IScdeutuiig der Zahlen B^ 



a = »„" + ™,' + m,'-m,»-m, 

b = ,„,• + «,; + ,/ - „,• - ., 

oder nach den Eigcnsehaften der Zahlen mj|: 

a = V + 2mj' — 3m/. b ^ Z(m 



also 



"..") 



H 



A = 6m,' — 3« + Wi») -2. B = 3(m,« - m 
wie vorbei' aus <Ier Kreislbeihing gerunden worden ist. 

6. Die Wurzeln der <;ieichiing (31) sind nach den 
Formein (12) der 14. Vorlesung leichl anzugeben. Da 
q" den Werthcn 1, q, (f^ gleich i);t. jenachdeni m ^ 0, 1, 3 (mod. 3) 
ist, so findet man ofTenbar aus der (Gleichung 



-"5V. 



(he Tolgendc: 
und ebenso: 



^1 = 10 + 9Vi +e'% 



^2 = 1o + Q^V, + 9V2- 
aus welchen Gleichungen in Verbindung mit ded 
Gleichung — 1 ^ ijj -f- tj, -|- ijj für die drei Periodeij 
folgende Werthe gefunden werden: 

1,-i(-'- + T, + T,)-i{-t + f^ + iW) 

1, - ä (- 1 + f' r, + p r,) _ i (- 1 + s' fTi + e ^).J 

wo a, a' die primären Pactoren von p iinil die beiden Cubik-J 
tvurzeln, wegen der Gleichung (11) der vorigen Vorlesung, so i 
wählen sind, dass ihr Product gleich p wird. Setzt man 



— 217 — 

*o = 1 + 3i?o» €1 = 1 + 3l?p «2 = 1 + 3i?2. 
so werden Cq, f^, «2 die Wurzeln der Gleichung (32) sein. 
Obgleich die Werlhe der Perioden %, i/i , i?2 unter imagi- 
närer Form erscheinen, müssen sie doch, ebenso wie die Grössen 
Sq, €,, «2» nach Nr. 11 der 6. Vorlesung reell sein. Dieser Um- 
stand leuchtet auch folgendermassen leicht ein. Setzen wir 

p = Qn -{• 1 , so ist f = ^-r— = 2 « , also gerstde. Wenn man nun 
iy„ = r^« + r^«+ r^^« + . . . . + r^^'--'^+- 

setzt, sodass man die drei Perioden i^q, fji, ri^ erhält, wenn cc 
successive gleich 0, 1, 2 gewählt wird, so kann man auch schreiben: 

was in den Ausdruck 

ria = > (^^ ^ + ^^ y 

\ ~~T 

Übergeht, wenn man bemerkt, dass g^ ee g = — 1 (mod. p) 

ist. Dieser Ausdruck ist aber ofTenbar reell; denn, da r=cos — 

P 

-f- t sin — ist, so wird das allgemeine Glied der Summe gleich 

/ 2«V^ , .. 2«.^^+«\ . / 2^.^^-H» ..2ir,/^\ 

^^cos J +isin f ^j + ^cos J ,sm-^j 

«= 2 . cos , 

P 
also 

ly^ = 2 >' cos \ 




1=0 

Die vollständige Bestimmung der drei Perioden 170*^1*^2 ^^^' 
mittelst der obigen Formeln , sowie die der WePthe e^, 6^ , f 2 ^^^ 
erst dann möglich, wenn die Frage gelöst ist, welchen der drei 

q Q 

Werthe der Cubikwurzeln }/^pm und ^ps' man für T^ und Tj 
resp. zu wählen hat, eine Frage, welche ihrer Lösung noch harrt, 
wie in der vorigen Vorlesung bemerkt worden ist. Könnte man 
umgekehrt angeben, welche der drei Wurzeln der Gleichung (32) 
mit Bqj 6^, 62 resp. zu bezeichnen sind, so wurde sich daraus 
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iliese Frage entscheiden laggen. Kitniiiier baL in einer Ali- 
liaiiilliiiig in Cr. .1, llil. 33 (ilc residuis cuNcik disquieitiones 
nonnnllae analylicac] auf diesem Wege die Lösung der Frage ge- 
sucht, ohne jedoch ganz lu dum (jenünschten Ziele zu gelaagen. 
Einij;e BL-ineikuiigen über ditisi? Arheil werden liier am Orte 
sein. Alan ßndel luiclil. dass dio Wurzeln der Gleichung (32) in 
den drei Intervallen: 

von — 2;/^) bis — yp.voa — i/pijU-^-yji, vwn + /p bis + iäj/JB 
enthalten sind; denn, setzt man dri: Wi'rthe — ^^p, —(/p. -\-^p. 
-\- 2y'p successive Tflr tj in den Ausdruck 

y' — ^i'y — pA 

ein, so erhält man resp. diu Werthc: 

^p{2j/~p+A).-pi—2l/p-\-A),-p{'2yp^-Aj.-pl~-2l/p-i-. 
welclie zu zwei sureinandcrfolgcndeu multiplicirl das l'ruduct 

p^ {A^ ~ 4p) 
d, L. mit Hücksichl auf die Gleichung 4p=^- — 3B= den' 
iii-gativen Werlh — Sp'^B'^ lierern; es haben also je zwei auf- 
.einanderfolgende jener Werlhe entgegengesulztes Zeichen, woraus 
nach einem bekannten Satze der Algebra die Üt-hauptung sich 
als richtig erweist. Alles kommt daher darauf an, zu entscheiden, 
in welchem der drei InlL'ivalle die Wurzeln £„ , ^i, f, resp. zu 
wählen sind. Diese Frage lehrt Kummer mittels analytischer Bs- 
trachtungen durch die Grösseitfolge der drei Zahlen mn.m, ,in^j 
entscheiden, welche resp. die Summe derjenigen unter ^ liegen- 
den Zahlen bedeuten*), deren Indices den itcsteu 0, 1, 2 {mod, 
congruenL sind. Aber eine solche Beantwortung der Frage ui| 
im Grunde nicht die gewünschte; denn, während man aus der 
Natur von p seihst eine Antwort darauf zu Turlaugen hat, sind 
die Zahlen m^. m,, m^ so complicirte Functionen von p. dass man 
a priori über ihre Grössenfolge nichts aussagen kann, und ffir 
ein gegebenes p sind sie, sobald p etwas gross ist, nnrtnfil 
zu berechnen. 

Bei der Kummer'schcn Untersuchung spielt besonders 
Ausdruck 



r. 



') oder vielmehr gewisae sehr 



FuQctioneu dieser £ 
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(^0 — «i) («1 — «2) ih — «0) 
eine Rolle, dessen genauer Bestimmung auch Gau chy in Liouv. 
J., Bd. V eine besondere Abhandlung gewidmet hat. Bemerkt 
man, dass zwar i/q und Bq von der willkürlichen Wahl der primi- 
tiven Wurzel g unabhängig sind, aber rj^ und 1/2 untereinander, 
desgleichen also e, und fj unter einander vertauscht werden, 
wenn man die bestimmte primitive Wurzel durch eine passende 
andere ersetzt, so ist das Vorzeichen jenes .Ausdrucks mit der 
Wahl der primitiven Wurzel in derselben Weise wechselnd, wie 
die Zahl B, sein genauer Werth wird also von dieser Zahl ab- 
hängig sein. Dies ist leicht zu bestätigen. Zunächst bemerke 
man die Gleichungen: ' 

*o + ^1 + h = 0, s^e^ + f^^o + *o^i = — 3p, «0^1 «2=/^^' 
zu denen man die folgende, als daraus folgend, hinzufügen kann : 

«o^ + «i'^ + V==6P- 
Bilden wir nun das Quadrat der Periode rj^^ so finden wir 

nach den R um m er 'scheu Formeln, da /'=^-— gerade ist, 

V = ^^ + V^ü + ^l"^l + V^2' 

also, wenn die Werthe für m^^', w,^, Wj*^ eingesetzt werden: 

Vü^ = f+ ^^" (-^0 + ^1 + V2) + -^- % + ^ iVi — n-i) . 

Da nun i?o + ^1 + ^2 = — ^ ""^ ^ (^1 — ^2) = ^1 — ^2 
ist, kann man auch schreiben: 

6 V = (4/^+ «) + (3« - 6) i?o + /5 (^1 - ^2) 

oder, wenn mit 3 multiplicirt und für 18 1/0'^ '\- Vl% -{- 2 sein 
Werth 2^0^ gesetzt wird, 

3/5 (f, — 62) = 2fo^ - Aeq — 4/?. 
Ebenso kommt 

3/3(^2 -^o) = 2ei2 — ^fi — 4io, 
3/5 (fo — ^1) = 2^2* — Ab^ - 4p, 

und die Multiplication der drei letzten Gleichungen liefert nach 
einfache^ Reductionen die Formel: 

(«1 — ^2) (^2 — h) [h — «j) = — 27p /3 
also auch 

(^1 — ^2) (% — ^0) (»/o — ^1) = — Pi^- 



7. Wir Willi en jetzt an cli tlin rJeichung belracfaten, 
welche die iler reriiniei/o nngelinrigcn EiDhcils wurzeln 
zu Wurzeln hal; sie möge durch 



(39) 



' + ^,. 



. + iJ/^ , = O 



aller kurz durch : = hezeichncl werden. Du nach Nr. 8 der 
6. Vnriesitng ihre Coeriicienten auf die Form "n^^i + ii J?] +«;i) 
gehraclil werden können, während np.i, .n^ ganze Zahlen be- 
deuten, sn werden sie nach Suhstilutiuii der VYerthe der reriodr^ii 
Mgendc Gestalt annehmen: 

i (^ + (^ + « el y^i^ + (l> + «(•') ^f"«*') 

wenn mit P, Q, R ehenrnlls ganze reelle Zahlen bezeichnet werdi 
Denkt man sieh die CncTIIciunlen der Gleichung (39) aber fn dii 
Weise dargestellt, so ergiebt sich ; selbst von der Form: 

in welcher U, V, W ganze Functionen von x mit reellen Cogfft' 
dienten bedeuten. 

Nun ergeben sich aus der Glekhiuig s = die beiden ähn- 
lichen Gleichungen i' = 0, i" = 0, deren Wirr^uln die, in jeder 
der beiden andern Perioden enthaltenen Ei n bei ts würz ein sind, 
dadurch, dass man r in ro und r«' successive verwandelt oder 
die Perioden ijn . '/i . *!v zweimal hinter einander cyclisch 
tauscht, was ihren gefundenen Werthen nach nichts Andt 
sagt, als dass man J^ffl und ^p»' successive in p'^/jn, q 

und dann in ^ ^P^'^Vv^ übergehen lässt. Da hierbei die 
ganzen Functionen V, V, ^F unverändert bleiben, so wird erhalten: 

'" = i (^ + (^ + *^» p^p° + iy+ f*y) 9'f p^') 

Das Prnduct der drei Functionen i, /, /', welches 
Function X = " ~ gleich ist, kann durch diese Formeln h 
gerunden werden, wenn man die Ideptitäl 

(«+?+)■) («+Pe+yc'l («+(*?'+??)-«■+(<■+?"- 3 

beachtet. So gelangt man zu folgender inlercssanti 
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und der Gleichung (16) entsprechenden Formel: 

(40) 27 . J£y = t/3 + 73 . pgj ^ 2» . ps — 3/) . V YZ T 

wenn F= F+ W^^, Z= F+ ^^^ gesetzt wird, und 
^, y» W gewisse ganze Functionen von x bezeichnen. 
Nachdem man auch für & und m' ihre conjugirten Werthe a-\-bq 
und a-\'h^'^ gesetzt hat, verschwindet übrigens aus der rechten 
Seite dieser Gleichung das Imaginäre, wie iiolli wendig und leicht 
zu übersehen ist. 

8. Zur Bildung der Coefßcienlen M^, M.,, .... M^_^\n der 

Gleichung (39) bedient man sich am Besten der Newton'schen 
Formeln, weil die Potenzsummen der Wurzeln, auf denen diese 
Formeln beruhen, leicht angebbar sind. In der That, da 

^1 = ^0 + ^^1 + Q^V2* ^2 = -»^o + q'^Vi + QV2 
gefunden worden, so wird offenbar, wenn T^C*), Tj^*) wieder die 
Bedeutung haben, wie in Nr. 6 der vorigen Vorlesung, und wenn 
Sk, Sk , Sk' die Summen der 1^^ Potenzen derjenigen Einheits- 
wurzeln sind, welche resp. die drei Perioden ^q, ij^, ri^ bilden, 

sein, während ausserdem die Gleichung Sk + 5/+ «ä" = — 1 be- 
steht, vorausgesetzt, dass k eine durch p nicht theilbare Zahl 
sei, da dann die Summe der /r^""* Potenzen aller Ein hei ts wurzeln 
den Werth — 1 hat. Aus diesen drei Gleichungen fmdetman leicht: 

Hier sollen diese Formeln benutzt werden, um 
den Coefficienten il/3 zu berechnen, aus dessen Werth 
mit Leichtigkeit der Ergänzungssatz zum cubischen 
Reciprocitätsgesetze erhalten werden kann. Man hat 
bekanntlich 

(41) ^M^ = 3«! 5^ — s^^ — 2^3, 
und aus den vorigen Gleichungen ejrgiebt sich 
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3. ; - A[. + [I] . + [I]' P-T,{i + [I] -»-.[i]) 

wenn man bei der Berechnung dieser Ausdrucke auf die Formeln 

und die folgenden, daraus unmilteFbar hervorgehenden: 

Rücksicht nimmt. Auf diese Weise erhält man für den Co§ffi- 
cienten von T^ in dem Ausdrucke (41) folgenden Werth: 

^(-12+3»-3p-9.[|]-|-9ffl.pj-18.[|]). 
Da nun M^ nach Nr. 7 auf die Form 

i [^ + (ö + Ä?) 7-, + (i? + nq^) rj 

gebracht werden kann, so muss der eben gefundene Werth der 
ganzen complexen Zahl 2 (iß -)- Rq^] gleich, und folglich der In 
der Klammer enthaltene Ausdruck durch 27 theilbar sein. Die 
so erhaltene Congruenz 

_4 + o-p-3.[|]+3».[|J-6.[i]^0{mod.9) 
reducirt sich aber^ wenn man bedenkt, dass es = — 1 und 

also für jeden Fall; den a darbieten kann, congruent — 1 |mod. 3) 
ist, auf folgende: 

p — ©+ 1 = 3 . r^l (mod. 9) 

oder 

i (p - o + 1) = [I] (mod. 3) . 

Nun ist a == ö + ft^, p = «^ — a & + ^^» setzt man 
ö = 3m — 1, & = 3«, so findet man leicht: 

Mp — s> + 1) ^ 1 + w (l — ^) (mod. 3) 
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folglich 

Nach den drei Fällen n ie: 0, 1, 2 (mod. 3) wird der Ausdruck 
zur Rechten dieser Gongruenz den Werthen 1, 2 — ^ == 3 + ^^ 
3 — 2^s=3(l — ^) + ^ gleich, also den Werthen 1, ^^ ^ oder 
auch in allen drei Fällen dem Werthe ^^" (mod. 3) congruent; 
also findet man schliesslich die einf^ache Formel 



[I] ~ Q^" (mod. 3) 



oder vielmehr 

(42) [ JJ = p«» = 9 •"' 

Es handelt sich aher beim Ergänzungssatze darum, den 
Werth des Symboles ~I ^ zu bestimmen. Dies geschieht sofort 

mittels der Identität (1 — q)^ = — 3^, welche zuerst 

M-[-]-K'-[^]=[^]'-M' 

und dann, mit Rücksicht auf die Gleichungen in Nr. 5 der 
14. Vorlesung und auf die soeben erhaltene Beziehung 



M - '-■ 



*4 +2 . "-' 



3 9 



ergiebt. Da nun b durch 3 theilbar ist, so folgt nach der Gleichung 

p = (ö + 6)2— Sab 
die Gongruenz 

p = (a-{' bY also p— l7={a + b+\) [a + b — 1) (mod. 9), 

und da der zweite Factor der Einheit, der erste der Null (mod. 3) 
congruent ist, 

P 1 fl+6 + l/ JON 

^^-3— = ^3^ (mod. 3) . 
Hiernach wird — -f- 2 . ^ "7 = 2 . ^7" ^^^ folglich 

00 6 



[^i-'] - ^'- 



3 



Ist endlich q eine reelle Primzahl von der Form ^n -\- b, 
so ist nach der Gleichung (1 — 9)^ = — 3^ 
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folglich wegen der schon citirten Formeln 

wofür auch, da ^—^— = ^— te — 1) und q — 1 = 1 (mod. 3) ist. 



M = • '■ 



«+1 

3 



geschrieben werden kann. Diese Formel ist offenbar in der, auf 
den vorigen Fall bezüglichen enthalten, und man gelangt folglich 
zu dem Satze: 

Ist a-\-b^ eine der aus q gebildeten primären 
complexen Primzahlen, mit Ausnahme der Primzahl 
1 — q, so besteht die Gleichung 



Sechszehnte Vorlesung. 
Fortsetzung: Der Fall i? = 4w + 1. 

1. Wir wollen als drittes Beispiel p als eine 
Pri4fnzahl von der Form 4n -|- 1. voraussetzen, die vier 

Perioden %, rj^, ri^, % von /* = '^ Gliedern bilden, 

und die Gleichung aufstellen, deren Wurzeln sie 
sind.^^) Wir müssen dabei jedoch von vornherein 
unterscheiden, ob p die Form 8n -j- 1 oder die Form 
8n-{-5 habe, und betrachten zunächst jenen ersten 

*) Vgl. zu deu letzten Nummern dieser Vorlesung die Abhandlnugen 
von Eisenstein „Nachtrag zum cubischen Beciprocitätsgesetz" in Cr. 
J. 13d. 28 und „über die Formen 3^*^» Gra"3es mit 3 Variabein, welche 
der Kreistheilung ihre Entstehung verdanken" in Cr. J. Bd. 28. 

**) Vgl. hierzu Gauss theoria resid. biquadrat. comment. I artt. 
15—22. 
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Fall. In demselben erhält man, da f gerade ist, nach den all- 
gemeinen Kummer 'sehen Formeln folgende Gleichungen: 
erstens 

(1) % + ^1 + ^2 + ^3 = — 1 ; 

ferner, weil 

^0^1 + »?o % + ^0 % + »?i ^2 + ^1 ^3 + ^2 ^3 = (% n\ + ^1 ni 

+ %^3 + %^o) + 1 (^0^2 + ^1^3 + ni% + ^3^l) 

gesetzt werden kann^ aus der Formel (7) voriger Vorlesung, 
wenn successive A: = 1, ä = 2 gesetzt wird: 

(2) ^0^1 + ^0^2 + ^0^3 + ^1-^2 + ^1 ^3 + % ^3 = — 3 • -^ •» 

ferner aus der ersten der Gleichungen (9) ebendaselbst für 
Ä=1,Ä = 2: 

(3) ^0^1 ^2 + ^0^1% +^0^2^3 + ^1^2% = — /^+P- '^1 ' 

Um den letzten Coefficienten der fraglichen Gleichung, nämlich 
den Werth von %^iiy2%» ^^ finden, setzen wir zunächst in der 
Gleichung (4) ebendaselbst successive A: = 0, 1, 2, 3 und erhalten 
mit Rucksicht auf die Gleichungen (10) und (11) folgendes System 
von Gleichungen: 

^0^0 = /*+ V^O + ^l^Vl + V % + ^3®% 
(4) f ^0^1 = ^^1^0 + ^3® Vi + ^2' "^2 + ^2 % 

j ^0^2 = ^2^0 + »«2' ^1 + ^2® 1?2 + ^2' % 

l ^0^3 = ^3^0 + ^2 Vi + ^2 V2 + "'ii Vi 

sodass das Schema der sechszehn Zahlen: 

m^J^ w,® W2® WI3® 

ttiq m/ /W2' W3' 

^/ 'f /^ ^' 
ttiq m^ m^ m^ 

ifi ftf tff iff 
niQ m^ mj m^ 

auf die fünf Werthe m^^, mj®, m^yin^^y m^ reducirt ist, zwischen 
denen nach (6) vor. Vorl. noch folgende Relationen bestehen: 

(5)V+^i'+^2Hm3Ö=/*— l,^,'+m3^+2»W2=A2K^+m2')=/: 
Der dritten der Gleichungen (4) kann man wegen (1) auch die 
Form geben: 

^0 V2 = (»^2® — ^2) [Vq + ^2) — ^2* 

und erhält daraus durch cycHsche Vertauschung der Perioden 
noch die ähnliche Gleichung 

Baohkahk, Lehre d. Kreisth. 15 
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V\ Vi = {^n.^^ — ^w'2) (^j + %) — ^2» 
durch (leren Multiplicalion mit der vorigen man findet: 

^0^1 ^2% = K^ — '»'•i)^ (^0^1 + ^1^2 + ^2% + %^o) 

oder einfacher 

(6) VoV\ V2% = — f ' {^2^ — ^'2? + w^^wig'. 

2. Um den dritten und letzten Coefficieuten der gesuchten 
Gleichung vollständig zu bestimmen, müssen wir wieder auf den 
Zusammenhang der Zahlen m^ mit der Function '^(h, Ar, g) zurück- 
kommen. Wird nämlich in der Formel (33) der vor. Vorlesung 

k = n == ^ gesetzt, so geht die Function tj^ (ä, k, g) genau 

in den Ausdruck 

über (s. Vorl. 10 Nr. 6), weicher congruent 

^o + ^i9 + ^29 + ^39 (™öd. p) 

ist, wenn Aq, A^, A^, A^ dieselben Zahlen bezeichnen, wie an der 
angeführten Stelle, sodass 

(7) A, + ^^+^2 + ^2--P-'^ 

und Aq — A2 = a , A^ — ^.^ = 6 ist. Setzt man andererseits 

B, =2"»""' ^. =2 *""• ^' =2" "'""• ^» ==2^"'"" 

i/,t; i/,v t/,t; »,v 

und erstreckt diese Summen resp. über alle Wcrlhe u, v aus der 
Reihe 0, 1, 2, 3, für welche u -\- v^nO, \, 2, ^ (mod. 4) wird, 
so besteht nach (34) der vor. Vorlesung die Gleichung 

(8) B, + B, + B^ + B^ = p-2 
und nach (33) ebendas. die Congruenz: 

p-i 2 ^— 3 ^ 

(9) B, + B,g' + B^g' ' +B^g' ^ 

= ^0 + ^1 ^ ^ + ^29 \ + A9 ^ (mod. p). 

_ p—i 

i3\j utiuv/i> man, vwtiii ouv>v>^ooi*v> #• ** 

p-l 



Aehnlicherweise findet iiiaii, wenn successive Ä = n = ~- , 



Ä = »I = 3 . ^— gesetzt wird, wofür tf>'(h, k, y) in die Summen 



■^s. 
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M—P-^ , p-K 




^■'=^^ ^ 3.^\ind.(^+iu') 



(,^) und 2(^ :) 

ubergeht, noch folgende Congruenzen: 

3 fcl ?r:} ?i:l 1 

' B, + B,g ' ' J^B^g^ +B^g' 

= A + ^lö' ^ + AO^ + ^z9^ 



resp. 



(10) 



2 



y-1 
2 



(mod. p). 



B,+ B,g ' +B,+ B,g 

^ ^0 + ^1 ö' ^ + -^2 + ^z9 ^ 

welche in Verbindung mit der vorigen und den Gleichungen (7) 
und (8) wieder die Identität der Zahlen Bq, B^^ B^, B^ mit den 
Zahlen Aq, A^* A^, A^ resp. beweisen. Man findet daher 



u.v 



u.v 



u,v 



u.v 



oder, ausgeführt geschrieben und mit Bfücksicht auf die Eigen- 



m 







Schäften der Zahlen m^: 

(11) « = mo^ + ^2® + 2m\ — 2^2« — m^^ - 

(12) 6 = 2(m,0 — W3O). 

Nunmehr können die Werthe m^ berechnet werden. Aus 



den Gleichungen (5) ergeben sich 

(13) 

(14) 

also 

(15) a = 4(m'2 — mj«) — 1. 

Verbindet man hiermit die dritte der Gleichungen (5), so findet man 



niQ^ = — Wg^ + 2m'2 — 1, 



(16) 



8m 



2/*+ a + 1, 8^2^ = 2/'— a — 1. 



Aus (12) und (13) findet man noch 

4m,« = 4^2" + 6, 4m3" = 4m2^ — 6, 
also nach (16): 

(17) 8mi« = 2/"+ 26 — ö — 1, 8m30 = 2/"— 26 — c/ — 1 
und endlich aus (14) und (16): 



(18) 



8mo<> = 3a + 2/*— 5. 



15 
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Nach diesen Resulfaten gelangt man durch Substitution in die 
Formeln (3) und (6) durch leichte Reductionen zu den Gleichungen 

%^l»/2 + ^0^1^/3 + ^0^2 ^3 + ^1^2 ^3 = — 8 

-p(a+ 1)* + 4/^ 

Folglich wird die Gleichung vierten Grades, von wel- 
cher die Perioden ^o> ^i> ^2» ^3 Wurzeln sind, folgende 
Gestalt annehmen: 

(19) a:* + a;3 — 3-^ • a:»— * 



X 



64^-- =0- 

Dieselbe vereinfacht sich jedoch um ein Bedeutendes, 
wenn man die Substitution 4:x -{- 1 = y macht, wo- 
durch die Gleichung 

(20) (r-p)^ = 4p(y+«)2 
hervorgeht. 

3. Ist zweitens p von der Form 8n + 5, also /*= ^-j- 

ungerade, so müssen die Betrachtungen den Kummer 'sehen For- 
meln gemäss etwas modißcirt werden. Zwar ist wieder zuerst 

(21) ^0 + ^1 + % + % = — 1. 

jedoch erhält schon der zweite Coefßcient der gesuchten Gleichung 
einen andern Werth, nämlich nach Formel (7) der vor. Vorlesung 

(22) ^0^1+%^2 + ^ü^3 + ^1^2 + ^1^3 + ^2% = ^^i^==^^- 

Die zweite der Gleichungen (9) ebendas. liefert sodann, indem 
k=l, A s= 2 gesetzt wird, mit Rücksicht auf die dortigen 
Gleichungen (10) und (11): 

(23) VoViVz + ^0^1% + ^0^2 ^3 + ^i^2'?3 = — Z*^ + P • m\. 
Denselben Formeln zu Folge nimmt hier das System der Glei- 
chungen (4) folgende Gestalt an: 

(24) \ *'^'^* "" ^'^^^^ "*" ^'^ ^^ "*" ^^^^^ "*" ^^^"^^ 
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während zwischen den Coefßcienten die Beziehungen: 

(25) 2 Kö+m',) =/--!, m;'+m,«+m2« + m3« = /', 

stattGnden. Giebt man der dritten der Gleichungen (24) mittelst 
(21) die Form 

VoV2=f+^o^iVo + V2) + ^\ (^1 +%)=f—»^\+{^o^—^\){%+V2) 
und multiplicirt sie mit der durch cyclische Vertauschung der 
Perioden daraus entstehenden: 

ViV3=f — m'i + (m^^ — m'j) (i/, + %) , 
so ergiebt sich 

^0^1 ^2% = K® — ^\y • (^0^1 + ^1^2 + V2VZ + ^3^0) 

- K« - m\) if - m\) + (f- m\)\ 

oder, da nach (7) vor. Vorlesung 1/0^1 + ^1^2 + ^2^3 + ^3%=^ — f 
gefunden wird, 

(26) i?o^i%% = {f-^\?-[f-ni\) [m,^-m\)-f{m,^^m\)\ 
Nun ist aber nach den Betrachtungen der vor. Nr., welche 

auch dem Falle p = 8n + 5 sich anpassen, 

a = 'V^m« — 'V m« , h = 'V'm'' — "V" w" 

oder vielmehr, da das Schema der 16 Grössen m^ hier nach (24) 

auf 5 verschiedene reducirt ist, 

(27) a = V + rnjO + m^^ — m^^ — 2m\, 6 = 2 [m^^—m^^). 
Um zunächst die Goefficienten m^ zu bestimmen, schliessen 

wir aus den Gleichungen (25) 

(28) mjO + W3O = /• — 2 m\ , 

(29) — m^^ = mo^ + m,o + mg» — /" = ^o« — 2/w'i , 
also a = 2mQ<^ — Gm'^ + /* 

oder nach der ersten der Gleichungen (25) 

(30) a = 4(mo« — m',) + 1. 

Diese Gleichung, mit der eben genannten verbunden, liefert 
nun sogleich 

(31) 8m„« = 2/+ a— 3, 8/w', =2/*— a — 1; 

ferner kommt aus der Verbindung der beiden Gleichungen (27) 
und (28) 

(32) 8mi" = 2/'+ 26 + « + 1, 8^3« = 2/- — 26 + a + 1, 
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endlich aus (29): 

(33) 8m2® = 2/*— 3« + 1. 

Setzt man nun die gefundenen Werthe in die Gleichungen 
(23) und (26) ein, so findet man nach leichten Rechnungen 

64 . i?o^i^2% = ^(P — f? —Pi^ — 1)^- 
Daher wird die Gleichung, welche die vier Perioden 
zu Wurzeln hat, in dem Falle einer Primzahl p von 
der Form 8n + 5 die folgende sein: 

(34) a:*+a^^^Ep^2^ ('' + ^)P-^f .^+ *(P-r)^-P(''- ^Jl=0. 

Setzt man jedoch auch hier wieder 4« + ^=^» s^ ge- 
langt man zu der sehr viel einfacheren Gleichung: 

(35) [y^ + 3p)^ = 4p (y - «)2. 

Die Vergleichung dieser letztern mit der beim vorigen Falle 
in (20) erhaltenen gestattet, beide Formeln in eine zusammen- 
zuziehen und nachstehendes Resultat auszusprechen : Bezeichnet 
man diejenige Zerfällung der Primzahl /> vonderForm 
4n + 1 in die Summe zweier Quadrate« bei welcher 
die Basis A des ungeraden Quadrates der Eins (med. 4) 
congruent ist, durch 

so lässt sich die Gleichung, welcher die aus den vier 

Perioden von ^-y— Gliedern Zusammengesetz tenWerthe 

1 -f- 4i?Q, 1 + 4i/,, 1 -f- 4??2» 1 + ^^3 genügen, schreiben 
wie folgt: 

(36) [y' + (l _ 2 . (- l)^)p]2 = 4p . (y - Ä)\ 

Denn, ist /> = 8n + 1, so hat nach Nr. 5 der 10. Vorlesung a 

die Form 4n — 1, also ist A = — a und 1 — 2( — 1) * =-.— 1; 
ist aber /> = 8w + 5, so hat a die Form 4n + 1» ^'so ist 

^ = -j- a, während 1 — 2 ( — 1) * =-^3 wird. In dieser Gestalt 
ist die Gleichung zuerst durch Lebesgue dargestellt worden.*) 



*) S. Comptes Reudus LI. 
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4. Die Wurzeln dieser Gleichung oder auch die Perioden können 
nach den Formeln der 13. Vorlesung sofort angegeben werden. 
Denn aus den Ausdrucken 

»1=0 //<=ü w«=o »1=0 

ergeben sich die Gleichungen 

!^o + '»/i — Vi — iV, = ^1 
Vo — Vi + ^2 — ^h = -8^2 

und diese bestimmen, mit der Gleichung ^o + ^i + ^2 + ^3=~~"l 
verbunden, für die Perioden folgende Werthe: 

^0 = i(-l + 5|+^2 + ^3)T Vi =ii—^-^''S^^S, + tS,) 

welche bekannte sind, da die Werthe der Ausdrucke Sj. 5,, S^ 
am angeführten Orte gefunden worden sind. 

Bezeichnen s^, s\, s'^^^ s'l resp. die k^*^** Potenzsummen der 

in den vier Perioden enthaltenen Wurzein, so können auch diese 
leicht gefunden werden, da offenbar, wenn k nicht durch p theil- 
bar ist, folgende Gleichungen bestehen: 

sk + sk + si + s';; = — 1 

aus denen sich z. B. 

(38) .*=i(- 1 + (ß)y.s,+(i±)y.s,+((±)).s,) 

findet. Mit Hülfe dieser Potenzsummen können sodann die Coef- 
ficienten derjenigen Gleichungen gebildet werden, denen die in 
je einer der vier Perioden enthaltenen Wurzeln Genüge leisten, 
und es greifen natürlich hier ganz ähnliche Bemerkungen Platz, 

als wir bei den Perioden von ^, und ^-r — Gliedern zumachen 

Gelegenheit gehabt haben. Namentlich kann hier der Aus- 
druck 256 A" in einer biquadratischen Form dargestellt 
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weril«n, deren Ableitung wir dein Leser überlassen käriD«D, da 
sie nach dem rriihcr Beinmklen keinerlei Suhwierigkeit bietel. 
Ich begnüge mich deshalb hier daniil, die Darstellung einfacb a 
zugeben, sie ist folgende: 



(39) 






wenn unter ü, F, V, fV gewisse ganzp Kunctinuen von x 
reellen ganzen Coefficicntcn , und unter c zur Abkürzung 

Potenz ( — 1) vorstanden wird. 

5. Nicht übergeben darf ich jedoeh die Anwendung, welche 
von den letzten Resultaten machen kann, um noch einen, dcAl 
biquadratischen Characler der Zwei bestimmenden Satz abzuleiten. 

Hier muss zunächst eine Vorbemerkung gemacht werden. 
Versetzen wir uns »ieder auT den Boden der reellen Zablentbeorie 
und nennen g irgend eine primitive Wurzel der Primzahl p von 
der Form 4n-f- 1, so können wir alle Reste (mod. p) In vier 
Classen A. B, C, D von je /"= ^^v^ Gliedern verlbeilen, welche 
dadurch cbaracterisirt werden, dass ein Best m zu A, B, C, j 
hören soll, je nachdem der itid. m oder die Zahl i* in der 
gruenz m^ gt^ (mod. p] congruent 0, 1, 2, 3 (mod. 4) resp. zu 
setzen ist. Aus Nr. 1 der 0. Vorlesung folgt, dass die Reste der 
Classe A, welche den Zahlen 1, y', g", . . . . /i/^-" congruent sind, 
die biquadratischen Beate (moü. p] reprüsentiren ; alle übrigen 
sind demnach die biquadratischen Michtresle. Da jedoch die Reste 
der beiden Classen A und C zusammengenommen nach derselben 
Stelle die quadratischen Reste (mod. p) repräscntiren, da sie den 
Zahlen 1, j/'. g*, . . . . gp~^ congruent sind, so werden die Reste 
der Classe C diejenigen Zahlen repräsentiren, weiche zwar qua- 
dratische oder nicht mehr biquadratische Reste sind. Die Zahlen 
der beiden Classen A und G sind demnach ganz besltmmle; 
anders verhält es sich mit den Zahlen, welche jede der Classen 
B, D bilden, denn diese Classen Längen offenbar von der wlll- 
kürlichen Wahl der primitiven Wurzel ^ ab und vertauschen sich 
unter einander bei passender Wald einer andern primitiven 
Wurzel. 



eiche _ 
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Nunmehr sei © ein (primärer) Factor von p, und g werde 

so gewäiiU, dass g ^ ^ i (mod. a) ist. Da nach dem Ende 
der Nr. 5 in der 12. Vorlesung alle durch o nicht theil- 
baren complexen Zahlen den reellen Zahlen l,2,3,....p — 1 
oder, was dasselbe sagt, den Potenzen 1, gr, ^^, . . . . gP-^ 
(mod. s) congruent sind, kann man auch hier dieselbe Glassifi- 
cirung aller reellen und complexen Zahlen in die Glassen 
A, By C, D beibehalten. Dabei ist nun beachtenswerth, dass 
jede reelle Zahl m stets nach beiden Moduln, p sowohl als 
o, in dieselbe Classe gehört. In der That: aus der Gongruenz 
gl* ^m (mod. p) folgt sofort auch gt^^m (mod. sj); aber auch um- 
gekehrt, wenn m — ^ durch tu theilbar, etwa gleich © [ct-\-ßi) ist, 
so ergiebt sich durch Vertauschung von t mit — t auch m — gf*^=(a' 
(a — ßi) d. h. m — ^ durch sj' theilbar und folglich durch öcj'=p, 
d. h. m ^ gf*^ (mod.p), womit die Behauptung erwiesen ist. 

Erhebt man nach dieser Bemerkung die Gongruenz m^^^*+« 

(mod. ta), in welcher cc eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 bezeichne, 

p—i ^ p— 1 



zur 



so 
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^—r — ^en Potenz, so ergiebt sich m ze^ g £z i« (mod. o) 

d. h. l(^)\ = «*". Umgekehrt, besteht diese Gleichung, 
muss m ^ g^-^ (mod. ©) sein; denn,' da m ^ g^* gesetzt werden 

darf, so muss m^ ^g * ^ «" sein, was wegen g * =i nurmög- 
lich ist, wenn ä = a (mod. 4) oder von der Form 4A: -f- or ist. 
Hieraus ergiebt sich offenbar, dass eine reelle Zahl m zu den 
Glassen A, B, C, D (mod. tu) oder (mod. p) gehört, jenachdem 

das Zeichen (Q)) die Werthe 1, i, f, t^ resp. besitzt. 

6. Nach dieser allgemeinen Vorbemerkung untersuchen wir 
nun, zu welcher der vier Glassen die Zwei in Bezug auf einen 
Primzahlmodulus p von der Form 4 n -f- 1 gehört. Dabei müssen 
wir zunächst wieder die beiden Fälle, welche die Primzahl p 
darbieten kann, getrennt behandeln. 

Sei also zuerst p von der Form 8n + 1. Entwickelt 
man den Ausdruck 



-[2"'') 



jlf =. s,2 - «2 = ( y r?*» ) — Vr«^"" 

m=0 
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nach den Potenzen von r, so müssen nach dem binomischen Salze 
alle Coefficienten durch Zwei theilbar sein. Nun ist nach (38): 

^2 = i (— 1 + f 3 . 5i + £2 . 5^ 4- f . 53) 

wenn zur Abkürzung e = ( (^©')) gesetzt wird, oder, wenn man 

nach (37) S^^ S^, S^ durch die Perioden ausdrückt, 

(40) 1652=4[— l + £3 (rj^^i\—rj^-^i7]^) ^E^(n^^—r|^ + r|^•^rJ^) 

+ f (^0 — *Vx —V2 + * %)]' 
Andererseits kann man s^^ = i/^^ nach der ersten der 
Gleichungen (4) bestimmen und erhält, wenn für die Coefficienten 
iwj ihre Werthe gesetzt werden, 

16s^^= ief+% {6a + 4/'— 10) + i?i (4^ + 4/'— 2a — 2) 
+ i?2 (4/-- 2a - 2) + rj, {\f- 46 - 2« - 2). 

Hieraus ergiebt sich, indem man die Gleichung (1) benutzt, 
die Constanten Theile durch die Perioden auszudrücken, und ver* 
mittelst der Beziehung ^f-\- l=p folgender Werth der Differenz: 

16 («i^ _ s^) = 1?^ (6« — 3p — 11 — 4£ — •4£2 _ 4£3) 

+ 1?, (46 — 2a — 3p — 3 + Aie -f 4a2 — 4i£^) 

+ i?2 (— 2a — 3p — 3 + 4£ — 4f2 + 4«^) 

+ i?3 (— 46 — 2a — 3p — 3 — 4 1£ + 4f2 + 4,£3)^ 

In diesem Ausdrucke müssen sämmtlichc Coefficienten durch 
32 theilbar sein, dasselbe also auch von der Differenz zweier 
Coefficienten z. B. des zweiten und dritten gelten und so nach- 
stehende Congruenz hervorgehen: 

46 — 4 (1 + t) £3 _(- 8 £^ — 4 (1 — f) £ ££z (mod. 32) 
also 

(41) 6 — (1 + 1) £3 + 2£2 — (1 — 1) f = (mod. 8). 

Es muss nun bemerkt werden, dass man von vornherein für 
^ =="((£)) ^•G Werthe + « auszuschliessen hat. In der That, 

aus dem Satze in Nr. 3 der vorigen Vorlesung wissen wir, dass 
die Zwei in der reellen Theorie von jeder Primzahl p von der 
Form 8n + 1 quadratischer Rest ist, demnach entweder zur 

Classe A oder zur Classe C gehört; es ist also ((jS) entweder 
-[- 1 oder — 1. Hiernach lehrt aber die Congruenz (41), dass 



V 
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wenn e = ( (^)) = + ^ ^st, 6 = (raod. 8) also -^^0 (mod. 4), 

wenn e = ((-^) = — 1 ist, Z> = 4 (mod. 8) also ä = ^ (mod. 4) 

sein muss. — 

Zweitens sei p von der Form 8n -{- 5. Alsdann muss 
«1^ = tJq^ nach der ersten der Gleichungen (24) bestimmt werden 
und nimmt, wenn für die Coefficienten ihre in Nr. 3 gefundenen 
Werthe substituirt werden, folgende Form an: 

16V = (4r+2a-6)^o + (V+4&+2a + 2)i?i + (4/--6«+2)i?2 

+ (4/^-^ 46 + 2a + 2) 1/3, 

also erhält man in diesem Falle 

16 (Sj^ _ 5^) = i;^ (p + 2ö — 11 - 4£ — 4£2 _ 4£^) 

+ ly, (p + 4& + 2a — 3 + Ais + As^ — Aie^) 

+ i?2Cp — 6a — 3 + 4£-^4£2 + 4£3) 

+ 1/3 (p — 46 + 2a — 3 — 4i€ + 46^ + 4.iB^) 

und aus der Differenz des zweiten und ersten Coefficienten nach- 
stehende Congruenz: 

. 46 + 8 + 4 (1 + i) £ + 8€^ + d (1 — i) £3 = (mod. 32), 

also 

6 + 2 + (1 + i) £ -f-2£2 + (1 — i) £3 £H (mod. 8) . 

Da in diesem Falle 2 quadratischer Nichtrest von .p ist, so 
gehört es zu einer der beiden Classen B oder D, und folglich 

kann £ = ((^] nur einen der Werthe -f- i oder — i haben. 
Man findet aber: 

= fr^ = -f tist, 6 = 2 (mod. 8) also | = 1 (mod. 4), 

wenn £ == ((^) = — «ist, 6 el 6 (mod. 8) also ^ —^ (mod. 4). 

Durch Zusammenfassen der für beide Fälle erhaltenen Resul- 
tate gelangen wir zu folgendem, zuerst von Gauss in comment. I 
theoriae resid. biquadrat. ausgesprochenen und bewiesenen Satze 
von grosser Eleganz: Ist p eine Primzahl von der Form 
4n + 1 undp = a^ + 6^ diejenige Zerlegung derselben 
in die Summe zweier Qiradrate, welche nach der in 
Nr. 7 der 10. Vorlesung gelehrten Methode gefunden 



wenn s 
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wird, BO gehör l die Zwei zu den Classen ^, B. C, D respi 
joiiachdeiri | = 0, 1, 3, 3 (mod. 4) ist. 

Einen sehr eiiiracheo, rein arithmetischen Beweis dies 
Satzes flndet man In einem Briefe Dirichlet's an Stern 
rh«r im Cr. J. Bd. 57 pag. 187 ahgedrucltt ist. 

IlitT isl der Ort, eine Bemerkung von Stern zu reprodu- 
ciren, auf wekhe hereits am Schlüsse der 10. Vorlesung hin- 
gewiesen worden ist, und die sich auf den Kall einer Primzahl p 
von der Form 8n-{-5 bezieht. Für eine solche finden 
leicht zu sehen, folgende Congriienzen statt: 



.1.2.3. 



e2.4. 



/ (iiiufl.p)i 



. + 1 



1.3.3... 



fa^ + D^" 



" + !) 



und 

2-+'.(l,, + 31(4, + 4)....(5» + 3)_l,3.6....(2»+l)) 

dl 

2 (li>+ 3) a 1. 2 (4n + 4) = 3 2 (5i. + 3) = 

ist. Also kommt auch wegen der Congrucnzen; 

4n + 3~ — (4n + 2).4»+4 = — (4n+l) 6n + 3ä — (3n+2) 

lind da die Anzahl der Facloren gleich « + 1 isl, 

2-+i.(4n + 2](4«+l)....(3« + 2)s(-l|"+'.1.3.5....(2n + l)i 

Durch Verbindung dieserCongruenz mit der ersten flndet man sodam 

2*+> . (4« + 2) (4>. + 1) ., .. (3»+2) = (- !)■+■. ii "^- ""+' i 

also 

(42, 2.-+.a(-,|.. . „„^,„,,.+ „,.„ ,+^. 

Nnn wollen wir uns erinnern, dass das Vorzeichen von Ä 
mit dr.r Wahl der primitiven Wurzel g wechseil, also erst dann 
bestimmt angegeben werden bann, wenn diese willkürlich fesU 
gestellt worden ist. Mach dem Gaussischen Satze gehört ab«C 
in dem hier vorliegenden Falte die Zwei zu einer der beidei 
Classen B,D, welche mit der Wahl der primitiven Wurzel ii 
gleicherweise wethseln, wie das Vorzeichen von b; je nach der 
Wahl von g ist entweder 2 = g**+' oder 2 = </'*+* (mod. p), 
und im ersten Falle ft = 2, im zweiten 6 = 6 (mod. 8). Wenn 
wir daher übereinkommen, i; so zu wählen, dasa 2 = 3"+^ (mod. ji^ 
wird, so muss 6 = 2 (mod. 8) und das Vorzeichen von b 
durch diese Congruenz völlig bestimmtes werden. 

Endlich ist in der 10. Vorlesung gefunden worden; 



■ (mod. p) . 
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P--1 p-i 

a -\- b . g ^Od. i. 6 = a.^ (mod. p) 
und 

^ - 1.2.3 (4n + 2) ^ . (4w4-2)(4w + l)....(2w+2 ) 

^"~2*[i,2.3 (2«+ 1)]« — * * 1 . 2 . 3 . . . . (2n + 1) 

Da sich nun bei der gewählten primitiven Wurzel 
2*'*+i ^ ^2»+i ergiebt, findet man aus der Verbindung der letz- 
ten Congruenzen mit der Congruenz (42): 

(43) 2b = {- l)H-i . (^" + ^) (^'' +/) • • • • (3"+ ^) (^od. p) . 

Das so erhaltene Resultat spricht der Satz aus: Bestimmt 
man b als die absolut kleinste Zahl, welche die Con- 
gruenz (43) befriedigt, so wird diese Zahl congruent 2 
(mod. 8), also positiv oder negativ sein, jenachdem sie, 
abgesehen vom Vorzeichen, von der Form 8m -{- 2 oder 
von der Form 8m -f- 6 ist. Man findet z. B. 6 == 2, wenn p 
eine der Primzahlen 13, 29 bedeutet, aber 6 == — 6, wenn p = 37 
gesetzt wird. -^ 



Siebenzehnte Vorlesung. 
Die Periodencongruenzen. 

1. In den vorigen Abschnitten sind die wichtigsten An- 
wendungen , welche man von den Eigenschaften der Resolvante 
der Kreistheilungsgleichung auf die höhere Arithmetik gemacht 
hat, und die sich sämmtlich auf die Lehre von den Potenzresten 
sowie auf die damit eng verbundenen Zerlegungen der Zahlen in 
Quadrate bezogen, zusammengestellt worden. 

Geht man nun über die biquadratischen Reste zu den Potenz- 
resten höheren Grades hinaus, so werden zum Theil ganz neue 
Betrachtungen nothwendig. Dabei bleibt jedoch der Umstand 
bestehen, dass ebenso, wie der Untersuchung der biquadratischen 
und cubischen Reste die complexen Zahlen von den Formen a-^-bi 
,und a -^ bQ resp. zu Grunde gelegt werden mussten, man sich 
auch hier in dem Gebiete gewisser complexer Zahlen zu bewegen 
hat, nämlich solcher, welche aus Einheitswurzeln höherer Grade 
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zusammengesetzt sind. Die Theorie dieser complexen Zahlen ist 
ausführlich von Kummer untersucht und zur Erforschung der 
höheren Reciprocilätsgesetze angewendet worden^). Dem Plane 
dieses Buches liegt es fern, seine Untersuchungen, welche für 
sich allein ein Ganzes bilden, vollständig mitzutheilen , es müss 
vielmehr hier auf dieselben verwiesen werden, welche zudem so 
vollständig ausgeführt sind, dass kaum etwas Anderes möglich 
sein würde, als sie abzudrucken. Nur von der ersten Abhand- 
lung Kummer's über die aus Wurzeln der Einheit gebildeten 
complexen Zahlen soll hier soviel beigebracht werden, als noth- 
wendig ist, um zur Erkenntniss der wahren Natur der Resolvante 
zu gelangen, und so die vollkommene Wechselbeziehung, welche 
zwischen der Kreistheilung und der höheren Arithmetik besteht, 
in das heilste Licht zu setzen. 

Die Theorie der zu betrachtenden complexen Zahlen basirt 
durchaus auf der Auffassung der Gleichungen, welche die e Perio- 
den von f Gliedern zu Wurzeln haben, als Congruenzen in Be- 
ziehung auf einen gegebenen Primzahlmodulus; daher soll im 
Voraus diese. Vorlesung der Betrachtung solcher Congruenzen ge- 
widmet sein. 

Sind 1/q, 1^1» ... . i/^__i die e /'-gliedrigen Perioden, so leisten 
dieselben nach Nr. 7 der 6. Vorlesung einer Gleichung F[oc) = 
des e^^ Grades Genüge, deren Coefficienten ganze reelle Zahlen 
sind. Die zu untersuchende Gongruenz ist also folgende: 

(1) F[x) = (mod. $), 

worin der Modulus eine Primzahl sein soll. Es fragt sich vor 
Allem, hat diese Gongruenz für ein gegebenes^ reelle 
Wurzeln, und wieviele? Da man die Function jP(a:), wenn a: 
eine unbestimmte ganze Zahl bezeichnet, als gemeinsame Form 
aller durch sie darstellbaren Zahlen auffassen kann, so lässt sich 
unsere Frage auch so aussprechen: welche Divisoren hat die 



*) Die betreffenden Untersuchungen von Kummer befinden sich 
theils im Grelle' sehen Journal, theils in den Abhandlimgen und Monats- 
berichten der Berliner Academie, die hauptsächlichsten Arbeiten in den 
Bdd. 30, 35, 40 des Journals und in den Jahrgg. 1866, 1857, 1859, 1861 
der Abhandlungen. S. auch Liouv. J. Bd. 16 in dem „memoire sur la 
th^orie des nombres complexes compos^s de racines de Tunit^ et de 
nombres entiers*' eine Zusammenstellung der erstgenaimten. 
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Form ^[xy. In der lelztern Gestalt hat Kummer die Auf- 
gabe in Cr. J. Bd. 30 aufgestellt. 

Zur Lösung dieser Frage müssen wir Congruenzen in An- 
wendung bringen, welche ausser ganzen Zahlen auch die Perioden 
enthalten; es wird nothwendig sein, zunächst eine Definition zu 
geben, in welchem Sinne solche Congruenzen zu verstehen sind. 
Wir bemerken deshalb Folgendes: Bekanntlich kann jede ganze 
Function der Perioden mit ganzzahligen Coefficienten auf die 
Normalform 

gebracht werden, worin die Coefficienten a ganze Zahlen sind. 
Zwei solcher Functionen werden nun (mod. q) con- 
gruent genannt werden, wenn in den auf die Normal- 
form reducirten Functionen die Coefficienten gleicher 
Perioden (mod. q) congruente Zahlen sind. Hiernach 
werden die so definirten Congruenzen denselben .Gesetzen ge- 
horchen, wie die gewöhnlichen oder wie die in der 4. Vorlesung 
zur Anwendung gebrachten Congruenzen. 

2. Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun aus von der 
für jedes x giltigen Congruenz (9) in Nr. 8 der 4. Vorlesung: 

afl"^ — 1 = (a: — 1) (a; — 2) (o: — 3) [x — q + 1) (mod. g), 

wo wir nur q statt p gesetzt haben. MuUipIlcirt man dieselbe 
mit X, so erhält man die folgende: 

x^ — X ^ X {x — 1) (x — 2) , . . , {x — q -\- 1) . 

Da sie identisch ist, also nur aussagt, dass die eine Seite 
der andern gleich ist, wenn man eine gewisse ganze Function 
vernachlässigt, deren Coefficienten sämmtlich durch q theilbar 
sind, so darf man x durch y — ri/t ersetzen und findet dann : 

.(2) {y— rih){y—l — Vh){y — 2—711,). .,.{y — q-['l—7i^)=(y — tia)^ 

— (y — Vh) (mod. q). 

Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber 

{y — nhY = y* — nh"^ (mod. q), 

also, sobald y eine ganze Zahl bedeutet, nach Fermat*s Satze 

(3) {y — nh)^ = y — ri/fl (mod. q). 

Nun ist 
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Erhebt man diesen Ausdruck zur 9'^" Potenz, und \^emacb- 
lässigt wieder alle durch q theilbaren Glieder, so Gndet man: 

d. h. wenn q = p ist, 

(4) rik^ = f (mod. p) 
folglich nach (3): 

(5) [y — ni^f^ ^y —f (mod. p) ; 

ist aber q nicht gleich p, so kann man setzen q^g^ (med. p), 
und dann wird 

(6) vik^ = rj/^k (mod. g) 
also nach (3): 

(7) (y — Vh)^ = y — Vh+k (mod. q). 
Andererseits ist 

F{x) = (x — %) (x — ri^) {x — rie^i). 

Wenn man daher in (5) für h successive 0, 1, 2, .... ^ — 1 
substituirt und die so entstehenden Congruenzen sämmtlich in 
einander multiplicirt, so ergiebt sich offenbar als Resultat: 

(8) F(y)P = (y'-f)' (mod. p), 

welche Gongruenz zeigt, dass die Congruenz F{y)^0 
(mod. p) nur eine reelle Wurzel, nämlich y^/* besitzt. 
3. Wird auf dieselbe Weise mit (2) verfahren, wenn q nicht 
gleich p ist, so flndet man, da die rechte Seite nach (7) den 
Werth rjk — Vh+k annimmt, 

(9) F{y).F(y-'l)....F{y'^q-{'l) = (%—^k) {Vi-'VH-i)."' {Ve^i—tik-i) 

(mod. q). 

Hierin ist die rechte Seite eine ganze und ganzzahlige Func- 
tion einer Wurzel der Kreislheilungsgleichung und oflenbar un- 
veränderlich bei der Substitution von r^ statt r, also nach der 
6. Vorlesung Nr. 6, 2) eine ganze Zahl, welche P heisse. Anderer- 
seits bilden die q auf einander folgenden ganzen Zahlen y, y — 1, 
y — 2, .... y — ö' + 1 ein Restensystem (mod. q); hätte also 
die Gongruenz (1) eine Wurzel, so wurde ein Factor der linken 
Seite von (9) durch q theilbar, daher auch die ganze Zahl P, 
und umgekekrt. Man gelangt so zu dem Satze: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für 



\ 
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die Existenz einer reellen Wurzel der Congruenz (1) 
ist die Congruenz 

(10) P EE (mod. qY 

Betrachten wir nun besonders den Fall, in welchem q eine 
zum Exponenten / (mod. p) gehörige Primzahl bedeutet; da als- 
dann in der Congruenz q^g^ (mod. p), welche wir angenommen 
haben» ä = ind. q ist, so wird k nach Nr. 10, 3) der 4. Vor- 
lesung durch e theilbar sein. In diesem Falle upd allgemeiner, 
wenn q ein e^^^ Potenzrest ist , w ird aber yikJ^h = Vh also die 
Congruenz (2) mit Rücksicht auf (3) und (6) folgende einfache 
Gestalt erhalten: 

(11) (y ~ -»/a) (y — 1 — '»?a) (y — ö' + 1 — i^ä) = (mod. q), 

woraus, wenn ä = 0, 1, 2, . . . . e — 1 gesetzt und das Prodnct 
der entstehenden Congruenzen gebildet wird, 

F(y) . F{y — 1) , F(y — 2) . . , . F{y — q + 1) = (mod. q^) 

hervorgeht. Da nun die e Factoren q sich auf die Factoren der 
linken Seite dieser Congruenz vertheilen müssen, werden im All- 
gemeinen e Factoren durch q theilbar sein; freilich kann auch 
der besondere Fall eintreten, dass weniger als e Factoren, dafür 
aber einzelne mehrfach durch q theilbar sind. Es giebt daher e, 
gleiche oder verschiedene, Zahlen eines Reslsystems, welche die 
Congruenz F(x) ^ (mod. q) erfüllen. Dieses für das Folgende 
äusserst wichtige Resultat wollen wir in dem Satze aussprechen: 

Die Congruenz (1) besitzt, wenn q eine Primzahl 
bedeutet, welche g'^'' Potenzrest von p ist, immer e 
reelle Wurzeln, welche jedoch nicht nothwendig von 
einander verschieden zu sein brauchen. 

4. Setzt man z. B. e ==■ p — 1 also f=l, für welchen 
Werth des e die Perioden eingliedrig d. h. den Wurzeln der 

Kreistheilungsgleichung gleich werden, also F{x) in ^ "^ ^ über- 

X — 1 

geht, so findet man den speciellen Satz: 
Die Congruenz 

xP-^ -f xP-^ -f . . . . + a; -f 1 — (mod. q) 

hat p — 1 reelle Wurzeln, wenn die Primzahl g iz: 1 
(mod. p) d. h. von der Form 2mp -f- 1 ist. 
Da für diesen Fall 

Baohmank, Lehre d. Kreisth. 16 
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P=(r- r»*) (;^ - /**+») (ro' - r**+*) .... (r?'^' - r^+^^ 
= r»+*+»M-- ••+*'^*.(l_r**-i) (l— r»<**-«).... (l— r^»^V-»)) 

ist, und, sobald nicht gr* hi 1 (mod. p) d. h. k^O mod. (p — 1) 
ist, r» ~^ eine Wurzel der Kreistheilungsglelchung ist, folglicli 

(1 _ ^-1) (l_r»to*-i)) .... (l-r^P-V-D) = (^5^) =P 

für «=1 

gefunden wird, während 

1 + ^ + ^' + •...+ ^'^^ = ^X^ = 0(mod.p), 
also 

ist, so ergiebt sich P = p, und nach dem ersten Satze der 
vorigen Nummer das Resultat: Die Form 

hat ausser den Primzahldivisoren von der Form 2fnp-{-l 
nur noch den einen Primzahltheiler p. 

Ein ähnlicher Satz existirt für den Fall e = ^ , wo es 

sich um die zweigliedrigen Perioden 

handelt, deren Werlhe in Nr. 11 der fi. Vorlesung gleich 

2« o 2gn ^ ^_ 2g ^ ,7t 



2 COS — ,2 cos — ^— , .... 2 



cos 



p p p 

gefunden worden sind. Die Gleichung, deren Wurzeln diese 
Perioden sind, ergiebt sich sogleich aus der Gleichung (3) in 

27 1 

Nr. 4 der 1. Vorlesung, wenn man m = e = ^ setzt, welche 
so folgende Gestalt annimmt: 

F{x) = af +af-^ — '-=^ af-^ — ?^ x*-» 

Nach dem zweiten der Sätzö voriger Nummer hat diese 
Gleichung, als Congruenz (mod. q) aufgefasst, für den Fall, dass 

die Primzahl q ein ^^^ /<?r Potenzrest von p ;st, stets ^-^^ reelle 
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Wurzeln. Jede solche Primzahl leistet der Congruenz q^g 

(inod. p), folglich ^^^ ^ 1 (mod. p) Genüge, ist also von einer der 

beiden Formen 2mp + 1 oder 2mp — 1. 

Andererseits ist 

welcher Differenz man leicht nachstehende Form giebt: 
Da ferner 

ist, so kann man auch schreiben: 

^^ = (% — nk) [n\ — nk-irl^ (^p-2 — '»?A+p-2). 

Setzt man also den obigen Werth von rih — ^a+ä in dies 
Product ein, so findet man: 

Ä=g— 2 fap— 2 

i>2 = 7/ (l - ry''i9^-i)) . 7/ (l — r-^^f^*+i)) . 



ü 




Jedes der Producte haj; nun aber den Werth p, wenn weder 
gf* = -|- 1 noch ö'* = — 1 ist, d. h. sobald q, welches congruent 
y* gesetzt worden, zu keiner der vorher bereits behandelten 
Gattungen von Primzahlen gehört. Dann findet sich also P^=p'^ 
oder P = -J- p, und daraus in Verbindung mit dem ersten der 
obigen Sätze folgendes Resultat: 

Die Form 

a;'+^ T— af~^ — a^'^ + ^^ p^ af-^ + 

hat ausser den Primzahltheilern von den Formen 
2mp + l nur den einzigen Primza hitheiler p, 

- Setzt man endlich e == 2, f^= ^ , so nimmt die Congruenz 

(1) die Form an: 

(12) x^ + x + ^ ""' ^"^ ^ ' ^ = (mod. g) . 

welche durch die Substitution 2a: -{- 1 = y in die folgende: 

?=} 
(13] y^-{^l)' .p (mod.g) 

übergeht. Es ist offenbar, dass diese gleichzeitig mit jener statt- 

16» 
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findet oder nicht stattfindet; denn, wenn die erslere durch einen 
Werth von x befriedigt wird, so erhält man eine Wurzel der 
zweiten durch die Congruenz y=.2x-\-l (mod. q); aber auch 
umgekehrt schliefst man aus dem Bestehen der letztern das Statt- 
finden der erstem, da man die Wurzel y der Congruenz (13) 
stets als ungerade voraussetzen darf, indem ^uch y -{- q eine 
Wurzel und eine der Zahlen y, y -^ q ungerade ist. Jenachdem 

nun aber die Congruenz (13) statt hat oder nicht, ist (^^— 1) * . p 
quadratischer Rest von q, also nach dem Eu 1er 'sehen Criterium 
(s. Vorl. 9, Nr. 2) 

p—l q—l q—1 p—1 q—\ 

(- l)^"'^.p^~^. 1 (mod. q) d. h. (- 1)^'^. (^) = + 1, 
oder quadratischer Nichtrest also 

p—l q—l q—l p—l q-l m 

(- 1) ''^.p '=-1 (mod.(7)d. h. (-1) ^ *^. (M = -. 1. 

Nach dem ersten Satze der vorigen Nummer können die- 
selben Bedingungen aber auch noch anders ausgesprochen wer- 
den; da nämlich hier 

^ = (^ü — Vk) iVt — Vk-\.i) (mod. q) 
durch q theilbar wird, wenn k eine gerade Zahl, also q quadrati- 
scher Rest von p, (^\ = -\- 1 ist, dagegen 

also nicht durch q theilbar wird, wenn k ungerade, d. h. q 
quadratischer Nichtrest von p, | ^ j = — 1 ist, so findet je nach 

diesen beiden Fällen die Congruenz (12) statt oder nicht. Die 
Vergleichung dieses Resultates mit dem vorigen liefert aber in 
allen Fällen die Gleichung 

p-l q-l 



(7)-<-"'"-(f) 



d. h. einen neuen Beweis des Legendre'schen Reci- 
procitätsgesetzes.*) 

5. Es bezeichne nun q eine zum Exponenten f (mod. p) 



") Vgl. Lebesgue in den Comptes Rendiis LI, pag. 9. 
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gehörige Primzahl und a^, ^o* > • • • ^a seien die verschiedenen 
Wurzeln der Congruenz (1), sodass a = e oder a < e ist, jenach- 
dem diese Congruenz lauter verschiedene Wurzeln hat oder auch 
gleiche Wurzeln zulässt. Mit ^^ 62* • * • • ^q-a mögen die übrigen 
Glieder eines vollständigen Restensystems (inod. q) bezeichnet 
v^ erden. Dann kann man die Congruenz (11) für jeden ganz- 
zahligen Werth des y in dieser Weise darstellen: 

{Vh-'ai)(Vh — «2) • • • • iVh — da) • iVA — ^i) (VA — ^^2) • • • • (Vh — bq^a) = 

(mod. q), 
dafür aber einfacher auch 

(14) (rj^ — aj (r]A — a.y) . . , , {rj^ — ««) ^E= (mod. q) 

setzen, denn, da rj/i — x ein Factor von F{oc), also rj/t — 6p 
Vh — 62' • • • • ^Ä — bq-a resp. Factoren von den Functionsw^lhen 
F(bi), F[b^, .... F{bq-a) sind , so ergiebt sich aus der vorher- 
gehenden Congruenz die folgende: ^ 

{Vh — «i) (Vh — «2) • • • • (^Ä — ««) • -^(^1) ^ W • • • • ^{bq-a) =0 (mod. q), 
in welcher man die durch q nicht theilbareu ganzzahligen Fac- 
toren F{b^), F{h^ .... F{bq-a) unterdrücken kann. 

Nachdem dies gezeigt worden, wollen wir aus der 
Reihe von Grössen: 

f ^0 — «1' ^0 — «2' • • • • »/O — «« 

I 

[ rje-i «1, fie-l — «2' Ve-1 «tf 

ein Product bilden, welches die Eigenschaften hat, 
dass es du^ch q nicht theilbar ist, jeden der Factoren 
von der Form n^^ — a» nur einmal enthält, und die 
möglichst grosse Anzahl solcher Factoren in sich ver- 
einigt.'*') Offenbar wird man ein solches Product linden, wenn 
man erst aus der ersten Horizontalreihe möglichst viele Factoren 
mit einander verbindet, deren wenigstens einer der Congruenz (14) 
wegen nicht mehr wird genommen werden dürfen, und sodann 
aus jeder der folgenden Reihen jedes Glied hinzunimmt oder ver- 
wirft^ jenachdem es das schon gebildete Product durch q theil- 
bar machen würde oder nicht. 



*) Vgl. hierzu Kummer, über die den Gaussischen Perioden der 
Kreistheilung entsprechenden Congruenzwurzebi, in Cr. J. Bd. 53. 
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Bezeichne t/;(^/o) ^^" ^^ gebildetes Product. Dann 
sind die conjugirlen Grössen tj> (t/j) , i(; (»^y »••••* (^^i)» 
weiche durch cyclische Vertauschung der Perioden 
oder, was dasselbe sagt, der Horizontalreihen (15) 
daraus hervorgehen, offenbar ebensolche Producta. 
Denn diese enthalten erstens genau soviel Factoren, wie ^(i/o)> 
sind offenbar durch q nicht theiibar, wenn es tf^f^o) nicht ist, 
gestatten aber auch nicht, noch mehr der Grössen (15) hinzu- 
zunehmen, denn, ist rjk^k — ^i eine nicht in '^'(ija) enthaltene 
Grösse, welche man noch als Factor wählen kann, ohne dass 
'^ (Vh) » iVA+fc — «i) durch q theiibar wurde, so wäre auch die 
conjugirte Grösse ilf{%) . {vk — «i) nicht durch q theiibar, wäh- 
rend ri/c — üi ein nidit in -«^(t^o) beßndlicher Factor wäre, gegen 
die Bildungsweise des Products tlf(riQ). 

Die e conjugirten Functionen tlf(%)^ '^{Vi)> • • • • '^{Ve-ii 
find alle von einander verschieden. Angenommen näm- 
lich, es wäre t/;(i?Ä) = t/;(i?A+A) und i?, — a ein Glied der (i-|-l)'''" 
Horizontalreihe, welches nicht zu ip[rih) gehört, wie es deren 
wegen der Congruenz (14) wenigstens eins geben muss, so folgte 

'«*' M . (Vi — a) = (mod. q) y 
also auch die conjugirte Zahl 

'^[rih+k] . (^Ä+i — a) = (mod. q) 
und nach der angenommenen Gleichheit auch 

'^ inh) . [nk+i — a) = (mod. q\ 

welche Congruenz, mit der zweitvorhergehenden verbunden, die 
folgende liefert, welche für jeden Werlh des t besteht: 

*(^ä) . [ni — nk+i) = (mod. q). 
Hieraus findet man leicht eine andere, welche nicht be- 
stehen kann, indem man mit r^c^ muUiplicirt und die Summe 
für alle Werthe des « = 0, 1 , 2, . . . . p — 2 bildet. Denn so 
ergiebt sich 

** (^^) • ( ^^'^"^* —^Vk-^i r-9' \-_^0 (mod. q) ; 
Ja nun 
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und, wenn r*~ nicht Eins ist,^^r^^* = — 1. ist, so findet man 



i=»-2 





1=0 

ebenso, da 
isl, , 

t= =y--2 

Hiernach nimmt die obige Congruenz folgende einfache Ge- 
stalt an: 

p . 1/; (t?A) = (mod. ö^), 

aus welcher die Ungereimtheit der .Annahme hervorgeht Demnach 
sind die e conjugirten Functionen von einander verschieden. 

Endlich lässt sich zeigen, dass es ausser ihnen 
keine ähnlich gebildete und mit denselben Eigen- 
schaften begabte Function mehr giebt. Denn, wäre 9 {i?o) 
eine solche, so musste sie, da sie mit keiner der Functionen 

'^{Vq)* ''''(^1) • • • • '*l^(Ve-i) Übereinstimmt, mindestens eine der 
Grössen (15) zum Factor haben, welche nicht in t/;(t7Q), mindestens 
eine, die nicht in 'ipirii) enthalten ist, u. s. w., sodass für jedes k 

.9>{Vo) . 'tlf(Vh)=0 (mod. q), 
also auch 

(16) 9 W (* W + ^(^1) + + '^iVe-^id = (mod. q) 

sein müsste. Die Summe innerhalb der Klammer ist als ganze 
und ganzzahlige symmetrische Function der Perioden einer ganzen 
Zahl gleich, von der leicht nachzuweisen ist, dass sie durch q 
nicht theilbar ist. Sonst würde nämlich auch 

V(Vo)^^ (tW + ^(^1) + + '^{ne^id ^ (mod. q) 

sein, welche Congruenz man vermöge der Bemerkung, dass das 
Froduct zweier der e Functionen ip, der Bedeutung derselben 
gemäss, jedenfalls durch q theilbar ist, auf die einfachere Gestalt: 

(17)' t/;(i?o)* = (mod.^) 
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reduciren kann. Selzl man nun 

wo die Coefficienten ganze Zahlen sein müssen, da 1^(170) ^^^ 
Factoren der Reilien (15) enthält, so ist nach dem polynomischen 
Satze: 

t/;(i?o)« = ^0* V + ^i^Vi'' + + Ae-i"^ rie-i^ (pdpd. q) 

oder nach Fermat's Satze und da nach (6) rih^ ^ ^;j4^ ^ i/a 
Lsl, für eine zum Exponenten f gehörige Primzahl q, 

'^{%Y = AVi) + Avi + — + ^^-i^e-i = t W- 

Die Congruenz (17) führt demnach zu der andern: 1^(170) = 
(mod. q), welche nicht stattfindet. Da also in (16) der zweite 
Factor durch q nicht theilbar ist, müsste es der erste Factor 
sein, was der Bedeutung des Zeichens 9(170) widerstreitet. 

6. Nach diesen Vorbemerkungen ist es nunmehr möglich, 

zwischen den Perioden i?o>^i»^2 Ve-i d. h. den Wurzeln der 

Gleichung F(x) = und den Wurzeln der Congruenz F (x) ^0 
(mod. q) eine bestimmte Zusammengehörigkeit festzustellen. Dazu 
dient jede der Functionen ip(riQ), 'Hf{Vi)> • • • ? ^(^<?-i)- In der That, 
nehmen wir irgend eine dieser Functionen, z. B. if;(i?o)» ^^^ 
Congruenz (14) hat uns gezeigt^ dass sich in jeder der Horizontal- 
reihen (15) wenigstens ein Glied befindet, welches in i^(?7o) nicht 
auftritt, es ist jedoch auch leicht zu beweisen, dass nur eins 
dieser Glieder in il^(%) fehlen kann. Wären nämlich die beiden 
Glieder rj/t — a und rj^ — a nicht in t/;(i^y) vorhanden, so müsste 
sowohl 

'^{%) . (i?>4 — ö) = als auch 1/; (»7q) . (t/^ — a) = (mod. q) 

sein, woraus '«/;(i?o) • (« — a') = (mod. q) sich ergäbe, was nicht 
möglich ist, da die Werlhe a, a incongruent sind. Nennt man 
daher allgemein rj/t — u^ dasjenige ganz bestimmte 
Glied der(Ä-|-l)^*'* Horizontalreihe, welches in rp{riQ) sich 
nicht frndet, so ist dasselbe durch die Congruenz 

(18) i/;(^o) • Vh = "^(^o) • "A (mod. q) 

vollständig characterisirt, und so eine ganz eigen- 
thümliche Correspondenz zwischen den Gleichungs- 
und Congruenzwurzeln hergestellt. 

Diese Correspondenz ist freilich insofern eine nicht völlig 
bestimmte, als sie sich ändert mit der Function, welche wir^ um 
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die Correspondenz herzuslellen, aus der Reihe der e conjugirten 
Functionen auswählen. Jedoch ist einfach zu zeigen, dass, wenn 
bei der Zugrundelegung der Function '^{ri^ den Perioden 

die Congruenzwurzeln 

Wq, W|» Utp • • . • Ug — 1 

zugeordnet sind, diese Reihe nur cyclisch zu permutiren ist, 
sobald statt '^{rii^ eine der conjugirteiT Functionen gewählt wird. 
In der That, ist 

so ergiebt sich duR^h cyclische Vertauschung der Perioden: 

(19) i\f{7ik) . i?A+A = if; [ifik) . Uh (n)od. q) 

d. h. den Perioden 

''?0» '*?!» %» . • • • '^e—1 

sind jetzt; wenn i zur Abkürzung für e — k gesetzt wird, die 
Congruenzwurzeln 

Ui, Mj+i, W,+2, .... Wf-l, 

oder umgekehrt den Congruenzwurzeln 

^0» ^1» ^2* » • • • • W^— 1 

die Perioden 

zugeordnet. 

Hat man eine solche Zuordnung der Congruenzwurzeln zu 
den Perioden hergestellt, so springen sofort sehr wichtige 
Analogieen zwischen Beiden hervor, welche sich in folgendem 
Hauptsatze aussprechen lassen: Ist i^(^0'^i» • • • • ^^— i) irgend 
eine ganze und ganzzahlige Function der PeriY)den und 

-'^(^O' ^1» • • • • ne-i) = 0, 
so ist sofort auch 

i^K. Wi, w^-i) = (mod. q), 

oder: Jede ganzzahlige rationale Gleichung zwischen 
den Perioden geht in eine richtige Congruenz (mod. ^j 
über, wenn statt der Perioden die zugehörigen Con- 
gruenzwurzeln gesetzt werden. 

In der That, stellt man die Function der Perioden in der 
Normalform 
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dar, worin die (^uerßcienlcn ganze Zahlen bedeuten, und roullipU- 
cirt mit ilf(%), so folgt nach der Congruenz (18) 

und folglich, wenn die Gleichung 

erfüllt wird, auch die Congruenz 

i^(w,„w,, .... w<,-i)=^o"o + ^1 «'i + •••• + -^<f-iWcr-i=0 (mod.j'), 

da t/^(i7o) i^^cht durch q theilbar ist, w. z. b. w. 

Von den Beispielen, welche zu diesem Satze sich darbieten, 
begnügen wir uns, ein einziges hier anzulugeu, welches im 
Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. Bezeichnen wir mit 
fiVo) irgend eine ganze und ganzzahlige Function der Perioden, 
sodass wir setzen- können 

während A^^ A^ Ac~i ganze Zahlen bedeuten, und mit 

/"(i?,), /"(i/j) • • • • f[^c-\) die hierzu conjugirten, nämlich durch 

cyclische Vertauschung der Perioden daraus hervorgehenden Aus- 
drucke, so ist das Product 

welches kurz durch Nf[t]^^ bezeichnet werde, nach Nr. 6, 3) der 
6. Vorlesung einer ganzen Zahl N gleich. Nach dem vorigen 
Satze folgt aber aus. der Gleichung 

sofort die Congruenz 

fM . fM .... f{ue^i) = N (mod. q) , 
worin die Factoren der linken Seite ganze reelle Zahlen sind. 
Hieraus erhellt der Satz: 

Die durch das Product 

^flvo) = fiVo) ' fiVi) • • • • fiv^-i) 
dargestellte ganze Zahl N ist durch q theilbar oder 
nicht theilbar, jenachdem es eine der Zahlen 

fM^fM» f{t*e-l) 

ist oder nicht ist. 

Noch sei zum Schlüsse bemerkt, dass nach dem vorletzten 
Satze die Gleichungen in Nr. 7 der 6. Vorlesung sowie die 
Kummer 'sehen Relationen in der 15. Vorlesung, welche zwischen 
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den Perioileu bestehen und dazu dienten, jede derselben als ratio- 
nale Function einer beliebigen unter ihnen zu bestimmen, in 
richtige Gongruenzen (mod. g) übergelien, wenn statt der Perioden 
die zugehörigen Congrucnzwurzeln gesetzt werden. Diese Gon- 
gruenzen gestatten also, wenn diejenige Congruenzwurzel *be- 
stimmt ist, wielche einer gegebenen Periode zugehört, die Zu- 
sammengehörigkeit zwischen den übrigen Gongruenzwurzeln und 
Perioden ohne Weiteres zu finden. — 



Achtzehnte Vorlesung. 

Die Theorie der aus Einheitswurzeln gebildeten complexen 

ganzen Zahlen. 

1. Wir wenden uns nun zu den, aus den Wurzeln der 
Gleichung xp = 1 gebildeten complexen ^ganzen Zablen. Nach 
der 6. Vorlesung Nr. 3 kann jede ganze Function von den Wurzeln 
dieser Gleichung auf die ganz bestimmte Form 

gebracht werden. Jeder Ausdruck dieser Art, in welchem 
die Goefficienteh ganze Zal^len sind, soll eine, aus 
den p^^" Einheitswurzeln gebildete complexe ganze 
Zahl oder im Folgenden kurz eine complexe Zahl ge- 
nannt werden. Wir setzen: 

(1) f{r) ^^A^r + A^r^ +.... + Ap^irP'K 

Ersetzt man r durch die sammtlichen primitiven Wurzeln 
der Gleichung xP = 1, so erhält man die p — 1 conjugirten 

complexen Zahlen 

f{r). nr% m :... f{rP-% 
deren Product ihre gemeinschaftliche Norm heissen und durch 
N/*(r) bezeichnet werden soll. Es ist also 

(2) ^f{^y^f(r),f(r^)....f(rP-^) 
oder auch, wenn g eine primitive Wurzel (mod. p) ist, 

(3) Jif(r) = f{r) . f{rO) -. f{r^) ..... /•(z^"-') . 

Die Goefficienten Ai in f{r) können so bcschairen sein, dass 
darin die Wurzeln r, r^y r^ , . . . , rP-^ sich zu e Perioden von 
f Gliedern gruppiren, die complexe Zahl also die Gestalt 
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(4) f{r) = Wyi?y -f w,i?i + . . . . + me^ific-i 

annimmt; in diesem Falle soll sie durch f{r|^^) bezeichnet» und 
als ihre conjugirten Zahlen diejenigen e — 1 Zahlen /*(i7i), 
/■(i/j), . • • . f(Vc-i) betrachtet werden, welche durch cyclische 
Vertauschung der Perioden daraus hervorgehen, als Ihre Norm 
aber, wie am Ende der vorigen Vorlesung, das Product 

Zum Unterschiede wird das, aus /*(i?q) nach der Formel (2) 

« 

gebildete Product dann die vollständige Norm der complexen 
Zahl /*(i7q) genannt werden; da in diesem Falle 

und allgemein 

ist, schliesst man offenbar die Gleichung 

(6) N/-W = [Nf['q,)Y. 

in Worten: die vollständige Norm einer complexen Zahl, 
welche aus den e Perioden von f Gliedern, zusammen- 
gesetzt ist, ist gleich der Z*^*" Potenz ihrer auf die 
Perioden bezüglichen Norm. 

Sowohl N/'(r) als A/*(i?o). sind übrigens als symmetrische 
Functionen der Wurzeln der Kreistheilungsgleichung offenbar 
ganze reelle Zahlen. 

Jede ganze complexe Zahl /*(r), deren Norm der 
Einheit gleich ist, für welche also die Gleichung 

(7) ^7(r) = 1 

besteht, soll eine complexe Einheit genannt und mit 
E[r) bezeichnet werden. 

Zwischen den Zahlen von den beiden Formen f{r), f{ri^) 
findet das beachtenswerthe Verhältniss statt, dass die letztern zwar 
als specielle Gattung in der erstem enthalten sind, dass aber, 
unter einem andern Gesichtspunkt, auch die erstem als eine be- 
sondere, in den zweiten enthaltene, Gattung angesehen werden 
können, welche daraus hervorgeht, wenn e = p — l, /*= i ge- 
setzt, nämlich die vi als eingliedrige Perioden vorausgesetzt wer-, 
den. Die Theorie der letztern Zahlen involvirt daher die von 
jenen als besonderen Fall. 

Endlich miiss hier noch bemerkt werden, in welcher Weise 
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Congruenzen verstanden werden sollen, welche zwischen complexen 
Zahlen stattOnden; essoll aber, ähnlich wie in Nr. 1 der vorigen 
Vorlesung, festgesetzt werden, dass zwei complexe Zahlen f{r), 
f[r) (mod. q) congruent heissen sollen, wenn in den auf die 
Normalform gebrachten Ausdrucken /*(r), f [r) die Coefficienten 
gleicher Potenzen von r einander (mod. q) congruent sind. 

2. Nehmen wir q als eine von p verschiedene Primzahl an, 
so dürfen wir voraussetzen, q gehöre (mod. p) zum Exponenten 
/", da man nur nöthig hat, f alle Divisoren von p — 1 durch- 
laufen zu lassen, um allen Primzahlen q gerecht zu werden. Ist nun 

f[r) = A^r + A^r'^ + + A^i . r^i 

irgend eine aus p^^"* Einheitswurzeln gebildete, complexe Zahl, 
so erhält man durch Erhebung zur ^^^" Potenz die Congruenz 

f[r)^ = A^^r^ + A.^^r^^ + + Ap^i^ . r^P-^^^ ~ A^r^ 

+ ^2^*^^ + • • • • + Ap^ir^P-^)^ 
oder einfacher 

(8) fW^nr^) (mod..^), 

folglich durch wiederholte Erhebung in die q*^ Potenz nachstehende 
Reihe von Congruenzen: 

(9) f{r) = f[r), f(r)^ = f[r% f{r)9' - /^(r«^ .... fir'/-' = f{r^^-\ 

und durch nochmalige Erhebung in die q^^ Potenz und Beachtung 
der Relationen $/" = 1 (mod. p) und rP = \, 

(10) nr/=f[r) (mod.^). 

Enthält die ganze complexe Zahl f[r) nur die e /'-gliedrigen 
Perioden ly^, i^^, . . . . i?<._i, so wird schon die q'^ Potenz derselben 
der Zahl f{r) selbst (mod. q) congruent. In der That, setzt man 

f{r) = »Io% + ^\'n\ + •••• + ^e-\ . ne-l , 

so ergiebt sich 

^ »»0 %? + '^i ^i* + + ^c-i . rie-i^ J 

oder, da k für die hier betrachteten Primzahlen q durch e theil- 
bar, also nach (6) der vorigen Vorlesung i^a^ ee rih (mod. q) ist, 
folgende Congruenz 

(11) f[%Y = f{n,) (mod. ql 

in der man f{r)t um seine Zusammensetzung auszudrucken, wieder 
durch /*(i/q) bezeichnet hat; allgemeiner für jeden Werlh des Index h 

(IIa) f[ri,)'i = f[rih) (mod. (?). 
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Für jede Primzahl q der helraclileleo Art besteht ferner 
der letzte Satz der vorigen Vorlesung, den wir hier folgender- 
massen aussprechen können: 

Sind Wq, !/,,.... Ue-i die den Perioden tiq, iy,, . . . . ^^-i 
(mod. q) zugeordneten Congruenzwurzeln, so ist die 
Norm einer complexen Zahl /*(%) theilbar oder nicht 
theilbar durch q, jenachdem eine der Zahlen /(t/o)* 
f{u^), . . . . f(ue-i) es ist oder nicht. 

Es giebt hiernach unendlich viel Zahlen fM, deren Normen 
durch eine gegebene Primzahl dieser Art theilbar sind. Denn, 
setzt man 

und bestimmt, was auf unendlich viel verschiedene Arten möglich 
ist, die unbestimmten ganzen Zahlen Xq, x^, . , . , Xe-i so, dass 

(12) fiu^) ^ .TqMo + a:, w, + . . . . + x^^.iu^- 1 = (mod. q) 

wird, so ist nach dem eben ausgesprochenen Satze Nf[ri^ durch 
q theilbar, etwa, wenn M eine ganze reelle Zahl bezeichnet. 

Gelingt es, die ganzen Zahlen Xq, x^, , . . . Xe^i so 
zu wählen, dass in dieser Gleichung M=l wird, so 
ergiebl sich auf diesem Wege eine Zerlegung der 
reellen Primzahl q \n e complexe Factoren: 

fiVo)» f{V\)> fiVe-l)' 

Von diesen ist leicht nachzuweisen, dass sie die 
Rolle von complexen Primfactoren spielen, nämlich 
nicht weiter in Factoren zerleg bar sind, welche von com- 
plexen Einheilen verschieden si nd. In der That, wäre etwa 

so ergäbe sich, wenn die vollständige Norm der JjM- f(f]Q) ge- 
bildet wird, wegen der Gleichung (6) und, weil Nf{riQ) = q vor- 
nnsgesetzl ist, folgende Gleichung: 

qr=^(p[r) . Nif;(r), 

in welcher zur Rechten das Product zweier ganzer Zahlen be- 
fnidlich ist. Wir werden aber sogleich nachweisen^ dass die 
vollständige Norm einer complexen Zahl, welche durch q theil- 
bar ist, stets durch q^ theilbar sein muss; daher kann die 
vorige Gleichung nur besteben, indem man etwa annimmt 

N(p(r) = /, Nif;(r) = 1, 
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d. h. einer der Factoren q>{r), -^(r) ist nolhwendigerweise eine 
complexe Einheit. 

3. Gelingt es aber nicht, die Zahlen ar^, x^, . . . . Xe-i 
der Congruenz (12) gemäss so zu wählen, dass M = 1 
wird, giebt es also keine Zerlegung der Primzahl q 
in e complexe Factoren, welche aus den Perioden 

i/q, 1^1 rie—i gebildet sind, so giebt es überhaupt 

keine Zerlegung derselben in complexe, aus p^^^ Ein- 
heitswurzeln gebildete Factoren. Ist nämlich 

f[r) = A^r + A^r'^ + + A^irV-^ 

irgend eine solche Zahl, so bestehen die Congruenzen (9], aus 
deren Multiplication sich 

/•(r)i+H^'+....-W^-^ = f[r) . f[r9) . f{r^^) /*(r«^~^) (tnod. q) 

ergiebt, was sich auch, wenn q^g^^ (mod. />) gesetzt wird, so 
schreiben lässt: 

oder auch, da q zum Exponenten f gehört, also m nach Vor- 
lesung 4 Nr. 10, 3) relative Primzahl zu f ist, und deshalb die 

Zahlen m, 2m, (/•— 1) w (mod. f) den Zahlen 1, 2, 3, /*— 1 

von der Reihenfolge abgesehen congruent sind, 

/•(r)i+«+«M-....+/-i = f[r) f[r. ') f{r9^) f(r9^-''^') (mod .q). 

Setzt man in dieser Congruenz für r successive r^, 

r» , . . . . r^ und multiplicirt die so entstehenden in ein- 
ander, so bildet man auf der rechten Seile offenbar die voll- 
ständige Norm der complexen Zahl f[r), und es geht 

[f[r) . f{r9) . f[r9^) .... /•(r^?"-^)] i+«H-^^+-..+«^~^ = N/*(r) (mod. q) 

hervor. Bei der Annahme, dass f[r) eine Zahl sei, deren Norm 
durch q theilbar ist, geht diese Congruenz in die specielle über: 

[f[r) . f[r9) . f[ry^) . . t . /•(r^"-^)]i+«+«^+....+/-^ = (mod. q). 

Wenn man aber diese letzte zur [q — 1)'*" Potenz erhebt, 
wodurch der Exponent auf der linken Seite in qf — 1 übergeht^ 
und noch einmal mit dem Ausdrucke in der Klammer multiplicirt, 
so gelangt man nach (10) zu dem Resultate 

f{r)f{r9)....f{r9'-^) = (mod. ^) 
oder zu dem Satze: Wenn die vollständige Norm der 
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complexen Zahl f[r) durch eine zum Exponenten / ge- 
hörige Primzahl q theilbar ist, so ist es sogar schon 
das Product ihrer ersten e Factoren. 

Angenommen nun, dies Product sei durch q^ theilbar, so 
besteht die vorige CongruiMiz auch mod. q"*. Da man aber in 

derselben r durch r^, r^^*" .... r9^~^^^ ersetzen darf, so folgt 
weiter, dass je e successive Factoren der Norm durch q*^ theil- 
bar sind, also die vollständige Norm selbst durch q^'f. 

Man findet so den Satz: Ist q eine zum Exponen- 
ten f gehörige Primzahl, so enthält die vollständige 
Norm einer complexen Zahl stets eine ganze Potenz von 
g/* als Fa clor, sobald sie überhaupt durch ^theilbar ist. 

Wäre nun q in e conjugirt-complcxe Factoren von der Form 

welche aus den e Perioden von f Gliedern gebildet sind, zer- 
legbar, so ergäbe sich die vollständige Norm dieser Zahl nach 
(6) gleich Nf(riQy = q^, es mussle daher f ein Vielfaches von 
/", jede der /^-gliedrigen Perioden also aus einer Anzahl der f- 
gliedrigen zusammengesetzt, und f(riQ) einer complexen, aus den 

Perioden %> ^i '^^-^ zusammengesetzten Zahl gleich sein. 

Wenn demnach q nicht als Norm einer solchen dargestellt werden 
kann, so ist in der That ihre Zerlegung in complexe aus p^^'* 
Einheitswurzeln gebildete Factoren überhaupt nicht möglich. 

4. Es lässt sich nun aber auch leicht zeigen, dass 
eine reelle Primzahl q nicht immer in complexe Fac- 
toren zerlegbar ist. Nehmen wir z. B. eine Primzahl q von 
der Form 2mp-(-l, für welche /*=!, e=p — 1 ist, so 
muss eine solche, wenn sie überhaupt zerlegbar ist, nach dem 
eben Bewiesenen m p — 1 conjugirte Factoren zerlegbar sein, 
welche nur die Einheitswurzeln für sich, nicht» aber zu Perioden 
verbunden, enthalten. Sei f{r) eine solche, so müsste 

sein, wo man auch die p — 1 Factoren in zwei Gruppen von 
"—^ — Factoren vertheilen und schreiben kann: 

q = f{r) f[r9') .... r[r^^^) . f{r9) f[r^) .... f{f^^\ 

Die hierin enthaltenen beiden Producte sind ganze und ganz- 
zalilige symmetrische Functionen der, in je einer der beiden 
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^-^— gliedrigen Perioden, welche %, ^i heissen mögen, enthalte- 

nen Wurzeln, also kann nach Nr. 5 der 6. Vorlesung 
f(r) .f[r^).... f{r^-'} =-AVo + AVi 
f{r9) . f{r^) .... f{r9^^) = ^o^/i + ^. »Jo 

gesetzt werden. Hierin haben aber die Perioden i;,, i;, nach Nr. 2 

der 15. Vorlesung die Werthe 



% = 



i + V {-i)'\ 



% = 



-i-V(-i)^\p 



2 ' '» 2 ' 

« 

folglich findet man durch Substitution in die vorisren Gleichungen 



und durch deren Multiplicalion 



-^o'T^i I ^ 



oder 



2 

Ao + A 



oZldl./ 



(-1) 



2 



1 Aq — Aj ^ y . 



(-l)^p 



p-i 



4« = K + A,Y -(-1)' p.(A,- A,Y . 
Soll also q zerlegbar sein, so muss 4^ durch die quadratische 



Form 






x^ - (- 1) 

darstellbar sein, was nach der Theorie der quadratischen Formen 
keineswegs immer der Fall ist. 

5. Soweit verhält sich in der Theorie der hier 
betrachteten complexen Zahlen Alles ganz analog, 
wie bei den complexen Zahlen von einer der beiden 
Formen a + 6i und a + 6^, welche wir früher unter- 
sucht haben: Alle reellen Primzahlen zerfallen in zwei Klassen, 
von diesen enthält die eine diejenigen, welche nicht weiter zer- 
legbar sind, die andere diejenigen, weichein complexe Factoren 
zerfallen, die sodann die Rolle wirklicher Primfacloren in der 
complexen Zahlentheorie vertreten. Nunmehr aber muss 
auf einen capitalen Unterschied dieser Theorie von 
jenen früheren aufmerksam gemacht werden: jene 
erstem, nicht weiter in complexe Factoren zerleg- 
baren Primzahlen dürfen hier nicht, wie dort, als 

BACHKAinT, Lebre d. Kreisth. 17 
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rrimraclorcn angesehen n erden. Dies zeigL sich unmiltel- 
bar in dem Uinstanile, dass der l^auptsaü, nach nelcliem jede 
complexe Zatil nur auf eine Weise als l'ruduct der IVimracloren 
darstellbar ist, seine Geltung Tür die eben genaunlen Primziildeu 
verliert. Um davon eine einraclie Probe kü liefern, sei q eine 
IVimzabl von der Form 2m/)-j-l, welcbe nicht in compl^ 
Facloien zerlegbar isl. Ua nach dem ersten Salze in Nr. 4 i 
vorigen Vorlesung die Congruenz 

xP-i _|_ a;j^2 4- ...._(_ a: -f- 1 = (inod. q) 
p — 1 reelle Wurzeln hat, so sei x~u eine dcradben. 
trachten vslr sodann die coniplexe ganze Zahl f{r) ^ u — r, 
lindet man 

N/'(r) = {«-r)(«-r'j(«-rS)....(«-rf->) = «P-' + «f-> + .. 
d. \i. gleich einer durch q tbeilbaren ganzen Zahl g . M, 
die Gleichung 

Wäre nun q ein wahrer Primractor, so müsste er in eiQ 
der complexen Facloreii als Divisor aufgeben , was doch ofTeq 
nicht sein kann. 

6. Dieser Umstand, durch welchen die ganze Theorie 1 
hier betrachteten com|dexen Zahlen sehr schwierig und 
kommen wird, könnte es zweirelhan machen, ob sie überhn 
ein ähnliches Interesse beanspruchen können, als die Ti-üher b? 
trachteten einracheren Gattungen comploxer Zahlen, 

Indessen ist es Kummer gelungen, durch Einführung sü- 
genannler idealer complexer Primfactoren die Analogie 
mit den reellen und jenen einfacheren complexen Zalilen voll- 
ständig wiederherzuslellen und so eigentlich erst die innere Natur 
der, aus Einheitsvvurzeln höheren Grades gebildeten complexca 
Zahlen aufzuschliesscn. Durch solche Einführung idealer Factoren 
wird offenbar ein ganz ähnliches ßedürfniss der malbematischen 
Specuklion Itefriedigl, vsie durch Einführung der imaginären 
Wurzeln, welche den Fundanieiilalsälzen der Algebra, hameutUch 
dem Salze, dass jede Gleichung ebensoviel Wurzeln zulasse, als 
ihr Grad beträgt, unbedingte Allgenieiuheil verschaDTen, oder wie 
durch die Zulassung der complenen Zahlen a -\- bi bei den 
biquadraüschen, der Zahlen a-\-bQ hei den cubischen Resten, 
ja der Zahlen von der Form f(r) selber in der Theorie der 



— 259 — 

liöliercn Potcnzreslc, wulcbe in allen diesen l'älleii resp. crsl die 
cigenllichen Elemente der Untersuchung bilden. 

Um die wahre ftcdeutung solcher Erweiterung eines inathe- 
matisclien Begriffes in das ricblige Licbl zu setzen, bedient sich 
Kummer eines Beispiels, welches dazu sehr geeignet ist. Zwei 
Kreise, welcJic sich schneiden, haben bekanntlich zwei Punkte 
gcroeinschaniich, durch welche eine Gerade, die sogenannte ge- 
meinschaniiche Sehne bestimmt wird. Wenn die beiden Kreise 
autliören, sich wirklich zu schneiden, kann von einer reellen 
geraeinschafllichcn Sehne natürjicli nicht mehr die Bede sein. 
Dennoch giebt es eine gewisse reelle Gerade, welche auch in 
diesem Falle zu den Kreisen dasselbe Verbälloiss beiliihäit, das 
in dem Falle des Durchschneidens derselben die gemeinschaftliche 
Sehne besitzt, wenn man nicht ihre Eigenschaft, durch die Durch- 
Echnittspunkte zu gehen, sondern jene andere, ihr zukommende 
Eigenschaft, dass die, von ihren Punkten an beide Kreise geleg- 
ten Tangenten gleiche Länge haben, als die wesentliche, charac- 
terisliscbc Eigenschaft betrachtet. Legt man diese bleibende 
Eigenschaft zu Grunde, so hat die gemeinschafllichc Sehne eine 
reale Existenz, gleichviel, ob die Kreise die zufällige Eigenschaft 
haben, sich zu schneiden, oder nicht, obwohl sie eine ideale 
Sehne genannt werden muss, wenn die Kreise dieser zufSlMgen 
Eigenschaft crmangeln. 

Gelingt es uns hiernach, die bisherige Definilion der complexfn 
Primzahlen als einfachste Facloren, in welche die reellen Prim- 
zahlen zerlegbar sind, durch eine andere zu ersetzen, welche ihre 
Geltung beibehält, gleichviel, ob die reellen Primzahlen q in 
wirkliche compleie Pactoren zerlegt werden können oder nicht, 
so wird der so deOnirle BegrilT in beiden Fällen eine reale 
Existenz haben. Will man aber für denselben den Namen „Prim- 
faclor" beibchallen, auch wenn der zufällige llmsland der Zerleg- 
barkeit von q nicht statlfmdet. so wird dieser Prinifaclor eben 
als ein idealer bezeichuet werden müssen. Im Grunde ist hier 
also nirgends etwas Imaginäres, als in der Bezeichnung. 

7. Nach den vorher gefundenen Besullalcn ist es nun leicht, 
eine umfassendere Defmition der bezeichneten Art für die idealen 
Primracloren zu Coden, Nehmen wir an, q sei eine zum Expo- 
nenten f (mod. p) gehörige Primzahl welche in e conjugirte 
complexe Kactoren /"(i/o), /"(ij,). . . . . /'(/(c_i) zerlegbar ist, und 
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F(r) eine coniplexc, durch einen dieser Factoren theilbare Zahl, 
und sehen zu, ^ie sich dieser Umstand durch Congruenzbedingun- 
gen ausdrucken lässl, wenn man die Zusammengehörigkeit der 
Perioden und Congruenzwurzeln benutzt. Dazu erinnere man 
sich zuerst, dass die f Wurzeln, welche die Periode ^q zusam- 
mensetzen, nach Nr. 8 der 6. Vorlesung einer irreductibeln 
Gleichung Genüge leisten, deren CoefGciento« ganze und ganz- 
zahlige Functionen von den Perioden sind; sie werde durch 

(13) zr+ M^zf-^ + + i»f/= 

bezeichnet, sodass identisch 

r/-+ M^rf-^ + M^= 

ist. Mit Hilfe dieser Gleichheit können leicht aus der complexen 
Zahl F{r) alle höheren Potenzen von r als die [f — 1)^* entfernt, 
also F[r) auf folgende Form; 

(14) F[r) = C, + C,r + C^r^ + . . . . + 67^_, . rf-^ 

gebracht werden, in welcher die Coefficienteu Cq, C^, . . . . C/_i 
ganze und ganzzahlige Functionen der Perioden sind, und des- 
halb durch 

(15) Co = g? ('»?o), C, = 9?, (i/o), C/-_i = q>r-i[%) 

bezeichnet werden mögen. Soll nun, wie vorausgesetzt wurde, 
F[r) etwa den Factor f[rih) von q enthalten, so kann dies wegen 
der Irreductibililät der Gleichung (13) nicht anders geschehen, 
als wenn alle Coefficienten in dem Ausdrucke (14) diesen Factor 
enthalten. Man darf dann setzen: 

(16) ^{%) = /"M • ¥[%)* ^\ {%) = f[nh) ' 9>i'{%)» — 9>/--i W 

Andererseils bemerke man, dass nach der Annahme 

f(%) fiV\) f(Ve--l) == 9 

ist; folglich nach dem ersten Salze in Nr. 2 eine der Zahlen 

/"(^^o)» fi'^i)» • • • • f{^e-i)f etwa f[uh+i) durch q theilbar sein muss. 
Denkt man sich nun, indem k = e — i gesetzt wird, die Con- 
gruenzwurzeln in der bestimmten Weise den Perioden zugeordnet, 
wie es in Nr. G der vorigen Vorlesung der Congruenz (19): 

'^[nk) . [nh+k — Uh) ^ (mod. q) 

gemäss geschehen ist, so werden die Gleichungen (16) folgende 
f Congruenzen: 
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(17) (p (ui) =/'(mä+,-) . g?'(wi) =0, .... (pf-i {ui) ~ f{uA+i) . 9)7-1 («,-) =0 
nach sich ziehen, welche demnach die Bedingung ausdrücken, 
dass F{r) den Factor f(rih) von q enthalte, welchen wir den zur 

Substitution | ^^ i oder j ^^+* ) gehörigen nennen wollen. 

Man kann dieselben einfacher in eine einzige Congruenz zu- 
sammenfassen. In der That, ihnen zufolge ist 

ein Ausdruck mit lauter durch q theilbaren Coefficienten , das- 
selbe gilt also auch, wenn wir ihn mit i/^(^)t) multipliciren, wo- 
durch hervorgeht: 

(p{ui) . i/;('»?a) + (p^{ui) . 'tpirik) . r + .... + g?/-__i(M,).t/;(?;A) . r/'-^=0 (mod. q). 

Da aber wegen (19) der vorigen Vorlesung sich 

ergiebt, so können die f Congruenzen (17) in die nachstehende 
einzige zusammengezogen werden: 

(18) F{r).'tl;{fi,,)~0 {itiod.q). 

Diese drückt daher die Bedingung aus, unter 

welcher F(r) den zur Substitution PM+M gehörigen 

\UA ) 

complexen Factor von q als Factor enthalten katin. 

Die soeben als nothwendig erkannte Congruenz- 
bedingung ist auch hinreichend^ um die Theilbarkeit 
von F{jr) durch einen Primfactor von q zu sichern. 
Denn sie ergiebt, wenn sie staltfindet, die Gleichung 

F[r). ^{rik) = q, W{r) 
oder 

F(r) . ^ M = fiVo) . fM .... fine-i) . ^(r), 
in welcher man auch die Function ^(r) vermittelst der Gleichung (13) 
unter den Grad f erniedrigt und so auf die Form 

^0 + ^j ^ + . . • • + ^/--i . r^"^ 
gebracht annehmen darf, sodass dann die Coefficienten gleicher 
Potenzen von r auf beiden Seilen einzeln gleichzusetzen sind. So 
findet man 

9>(%)t(^Ä) = A^o) -./(^^-i) .^o».•••9>/•-lW'«/'fe)=/I'^o)••••/*(^^-l).^/•-l• 
Da nun '^{fik) nicht durch q theilbar ist, muss mindestens 
einer der Primfactoren von q, etwa f{ri/i), in allen Functionen 
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9(i?o)» 9i{Vo) 9^/--! W » ^' '^' *" ^W ^'^ Factor enthalten 

sein, w. z. b. w. 

Nun enthält aber die Congruenz (18) keine Spur mehr von 
der Annahme, dass q wirklich in complexe Factoren zerlegbar 
sei, druckt also eine Eigenschaft aus, welche ebensowohl auch 
den nicht zerlegbaren Primzahlen zukommen kann, und kann da- 
her zur Definition der idealen Primfactoren gewählt werden. 
Diese stellen ^ir nunmehr folgendermassen auf: 

Definition. Ist für eine complexe Zahl F{r) die 
Congruenz 

(18) ^(riu).F(r) = (mod.^) 

erfüllt, so soll gesagt werden, sie enthalte den zur 
Substitution ( ^^+M gehörigen idealen Primfactor desq. 

Besteht aber die Congruenz « 

(19) ^{fik)'^ . F{r) = (mod. q^), 
jedoch nicht mehr die folgende: 

t (1?^)*"+^ . F{r) = (mod. q'^^ 
so werden wir sagen; die complexe Zahl enthalte 
jenen Primfactor genau m Mal. 

8. Von den, so als Congruenzbedingungen definirten, idealen 
Primfactoren lässt sich nun leicht nachweisen, dass sie alle wesent- 
lichen Eigenschaften gewöhnlicher Primzahlen besitzen. Vor Allem 
gilt folgender Fundamentalsatz: 

1) Sind f{r), (p{r) zwei complexe Zahlen^ welche den 

zur Substitution (^^M gehörigen idealen Primfactor 

der reellen Primzahl q nicht enthalten, so enthält 
auch ihr entwickeltes Product diesen Factor nicht. 
Nach der Voraussetzung sind die beiden Ausdrücke 

nicht durch q theilbar. Nun bestehen aber, wenn q ^ g^^ (mod. p) 
gesetzt wird, nach (8) und (Ha) folgende Congruenzen: 



^M^^''^f{¥-'=^M.nr'^^''^n . 



(mod. q). 



-J 
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deren Mulliplication zu der nachstehenden: 

bl'M . /•(r)]i+«+^'+--H^-' = ^{rj^y, F{7j,) (mod. q) 
hinfuhrt, wenn für das Product 

welches offenbar nur von den e /*- gliedrigen Perioden abhangt, 
das Zeichen i^(i/o) gesetzt wird. Diese Congruenz lehrt aber, 
dass i\>[rik) . i^M nicht durch q theilbar sein kann, weil sonst auch 

i^M . /•(r)]H«+«2+....+«/'-^ = (mod. q), 

folglich auch 

t [rik) . f[r) = (mod. q] 

sein musste, wie man findet» wenn man zur [q — l)^^" Potenz 
erhebt, sodann noch einmal mit ii>[rik) * f{r) multiplicirt und die 
Congruenz 

b\>{nk) . f[r)Y= ^iVk) . f{r) (mod. q) 
beachtet. ' 

Ganz ähnlich findet man, wenn 

gesetzt wird, dass auch '^[rik) . ^(^o) ^^'^^^ durch q theilbar sein 
kann. Diese Resultate können wir nach der vorigen Nummer 
auch so aussprechen: Die reellen Zahlen F[ui^ und 0[uij sind 
durch q nicht theilbar. Wäre nun 

"«^M • f{r) . 9W = .(mod. q), 
so müsste umsomehr auch 

'^M . P{%) . <^(%) = (mod. q) 

sein, was gleichbedeutend ist mit der Folgerung, dass das Product 
F{ui\ . 0[ui\ zweier reeller Zahlen, welche, wie soeben gezeigt, 
den Primfactor q nicht enthalten,' durch diesen Factor theilbar 
sein musste, also absurd ist. 

2] Hat die complexe Zahl /*(r) den zur Substitution 

I^A+Arj gehörigen idealen Primfactor von q genau 

mmal, die complexe Zahl q>[r) denselben Primfactor 
genau nmal, so enthält ihn das entwickelte Product 
beider genau m-^-nxüdiX. In der That, die Voraussetzungen 
werden durch folgende Congruenzbedingungen ausgesprochen: 
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^('?a)'" . f{r) \- (mod.iy*») aber nicht mehr ^ (ty^t)**"^*. f{r) ~ (mod.g"H-^) 

ip (i^yt)" . q>ir)—0 {moi\,g'') aber nicht mehr if;(i?Ä)''+^ . 9?(r) =0 (mod. q''+^). 

Man kann daher, indem F{r), (Z>(r) gewisse ganze complexe 
Zahlen bezeichnen, 

^(^ä)*" • f{r) = ä''" • ^W ' '^ M" . g> (r) = ö'" . a> (r) 
setzen, worans folgt 

tf; (i^a)'"^* . f{r) ^q'^.ip (i?a) i^(r), t (T?>t)"+* . 9) (r) = j'« . if; (ij^) <2> (r), 

während weder if'(i/A) . F{r) noch 1/^(1/^) . <P(r) durch g theil-. 
bar sein darf. Nach dem vorigen Salze kann demnach auch 
ilf(ri/c) . F{r) 0(r) nicht durch q theilbar, also 

^(^^)«.+«+i . f(r) q){r) = q^'^ . i/;(i/;t) F[r) (2>(r) 
nicht durch 5^"»+«+^ theilbar sein; da andererseits 

^(^^)m+» . f{r) (p{r) = g«*+« , F[r) 0[r) 
durch 5^'"+'» theilbar ist, so ergiebt sich das Resultat: 

zwar ist 1/; (i?Ä)'?+'* . f{r) (p[r)^^0 (mod. 3^»»+«) aber nicht mehr 
^(^,^)w+«+i , ^(^j 9?(r) = (mod. sr^-Ht+i) 

welches den zu beweisenden Satz ausspricht. 

3) Wenn eine complexe Zahl i^(r) alle idealen Prim- 
factoren der Primzahl q mindestens m Mal enthält, 
so ist sie durch q"* theilbar. In der That, der Voraus- 
setzung gemäss besteht die Congruenz (19) für alle Werthe von 
A, also das folgende System von Gongruenzen: 

aus welchen 

(20) [i/;(i?o)" + ^(^1)" + + ^[rie-i^'] . F{r) ~ (mod. ^"•) 

hervorgeht. Nun ist die in der Klammer stehende Grösse als 
ganze und ganzzahlige symmetrische Function der Perioden eine 
ganze reelle Zahl, von welcher man leicht nachweist, dass sie 
durch q nicht theilbar ist. Denn diese Tlieilbarkeit wurde nicbt 

aufhören, wenn man mit if; (^o)^"""* multiplicirte, in welcher Potenz 
q'' > m gewühlt sein soll; da aber das Producl zweier t/;- Func- 
tionen stets durch q theilbar ist, wurde man so das Resultat 

i/;(i?o)^"-0 (mod. ^) 

oder nach (11) einfacher i/;(i^Q)^EO (mod. g^) erhalten, was nicht 
der Fall ist. Demnach kann man in der Gongruenz (20) den 
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Factor von F(r) unterdrücken und findet: 

F{r) EE (mod. q"*). 

4) Wenn eine complexe Zahl F{r) genau m ideale 
Primfactoren von ^ enthält, gleichviel, ob sie einzelne 
dieser Factoren mehrfach, oder lauter verschiedene 
derselben enthält, so ist ihre vollständige Norm durch 
g""^ theilbar. Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zu- 
nächst, dass, wenn F{r) den zur Substitution |^^+M gehörigen 

idealen Primfactor von q n Mal enthält, die conjugirte Zahl F{rff) 
den zur Substitution ( ^^+*+M gehörigen idealen Primfactor des a 

ebenfalls nMal enthält, denn aus der Congruenz 

ififl/c)"* . F(r):iEEO (mod. ö'«), 
welche als Gleichung auch so geschrieben werden kann: 

ergiebt sich durch Vertauschung von r mit r^ die nachstehende 

Gleichung 

'ipink+i)'* . F(r9) = q*^ , W{rP) 

oder die Congruenz 

i>{rik+i)'' . i^(r^) = (mod. q% 
welche das Behauptete beweist. Da hiernach je e successive 
Factoren der vollständigen Norm NF(r) jeden idealen Primfactor 
von q ebensooft enthalten, als der erste Factor F{r) einen be- 
stimmten derselben enthält, muss das Product von je e succes- 
siven Factoren der Norm nach dem vorigen Satze durch g"», die 
Norm selbst also durch q"*^ theilbar sein, wenn F{r) überhaupt 
m ideale Primfactoren von q enthält. 

9. Ehe wir in der Beihe dieser Sätze weiter fortfahren, 
müssen wir noch eine Ergänzung hier einschalten, die Prim- 
factoren unserer compiexen Zahlentheorie betreffend. Bisher ist 
nur von den von p verschiedenen reellen Primzahlen und ihrer 
Zerlegung in wirkliche oder allgemeiner in ideale Primfactoren die 
Bede gewesen, die Frage also offen geblieben, wie p selbst sich 
zu solcher Zerlegung verhalte. 

Zunächst findet man sehr leicht, dass p in p — 1 complexe 
Factoren zerlegbar ist. Denn, setzt man in der identischen 
Gleichung 
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a;P-i -j- xP'^ + •••• + ^ + 1 = (^ — ^) (^ ~ r*) [x — rP'^) 

X = 1, so findet man 

p = (l—r)(l — r^) (1 — rP-i). 

Betrachten ^ir nun zwei dieser Factoren, z. B. 1 — r und 
1 — r" ; da der Quotient Beider gleich 1 + r + r' + . . . . -J- r«~^ 
ist, so ist er eine ganze complexe Zahl. Diese ist aber offenbar 
eine cömplexe Einheit, denn ihre Norm: 

(1 — r'' (1 — r^^) (1 — r^^^^") 

(l— r) (1— r*) (1— r**-^) 

hat den Werth Eins. Bezeichnet man daher den Quotienten mit 
E{r), so findet man 

1 — r" = E{r) . (1 — r) 

d. h. den Satz: die Primzahl p ist in p — 1 coroplexe 
Factoren zerlegbar, welche abgesehen von Einheiten, 
durch welche sie multiplicirt sind, sich nicht von ein- 
ander unterscheiden. 

Jeder dieser Factoren ist ein Primfactor; denn, 
wäre z. B. 1 — r*» in die beiden Factoren f{r), q>{r) zerlegbar, 
welche von Einheiten verschieden sind, so müsste 

p = N(l — r«) == N/'W . Ng?(r), 

also etwa N/'(r) = p, Nqp(r) = 1 d. h. g>(r) eine Einheit sein, 
gegen die Voraussetzung. 

Hiernach enthält die Primzahl p nur einen einzigen compleien 
Primfactor 1 — r, von welchem die übrigen nicht wesentlich 
verschieden sind, und es ist daher hier nie die Frage, welchen 
Primfactor von p eine gegebene cömplexe Zahl enthalte, sondern 
immer nur, wieviele? Letztere Frage aber ist leicht zu ent- 
scheiden. Dazu beweisen wir noch den Satz: Das Product 
zweier Zahlen/'(r), q>{r) kann nur.dann durch 1 — r theil- 
bar sein, wenn es einer der Factoren ist. In der That, 
da offenbar 

{A^ r+ A^r^ +. . . .-t-^p_irP-i)P=^i +^2 + -- • •+ '^P-i (mod.p) 

ist, weil rP = 1 und nach Fermat's Satze AiP ^ Ai (mod. p] 
ist, so wird auch in Beziehung auf den Moduhis 1 — r 

f[r)P=ni\q>[r)P = q>[\) 

sein, folglich, wenn die Congruenz 
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f[r) . g>(r) = mod. (1 — r) 

stattfindet, durch Erbebung zur y^'* Potenz sich auch die folgende 

ergeben : 

f[l) .(p[l) = mod. (1 — r). 

Da aber eine reelle Zahl; wenn sie durch 1 — r theilbar 
ist, offenbar auch durch /> theilbar sein muss, so wird f[l) . (p[l) 
also etwa /"(!) durch p und deshalb durch 1 — r theilbar sein, 
was die Gongruenz 

f[l) = mod. (1 — r) 

und, da f[l) — f[r) algebraisch durch 1 — r theilbar ist, 

f{r) = mod. (1 — r) 

liefert, wie bewiesen werden sollte. 

Dieser Satz lehrt nun, dass zar Entscheidung der 
Frage, wieoft eine complexe Zahl F[r) den Primfactor 
1 — rr enthalte, es hinreicht, sooft mit 1 — r in F[r) 
algebraisch zu dividiren, als es sich möglich erweist. 
Ergiebt sich dabei, dass F{r) den Factor 1 — r genau 
n Mal enthalt, so muss die vollständige Norm ^F{r) 
den Primfactor p auch genau nMal enthalten. 

10. Das zuletzt erhaltene Ergebnisse verbunden mit dem 
Schlusssatze der Nr. 8 fuhrt nun zu der wichtigen Folgerung, 
dass jede complexe Zahl nur eine endliche Anzahl 
iidealer Primfactoren enthalten kann. Denn die voll- 
ständige Norm jeder solchen Zahl ist nothwendig eine endliche 
reelle ganze Zahl, die nur eine beschränkte Anzahl reeller Prim- 
factoren in sich enthalten kann. Jene Sätze aber sagen aus, 
dass die Norm durch p"* theilbar ist, wenn die complexe Zahl n 
Factoren- des p, ^lurch q^f, wenn sie m ideale Primfactoren der 
zum Exponenten f (mod. p) gehörigen Primzahl q^ durch q^'f*^ 
wenn sie m ideale Primfactoren der zum Exponenten f (mod. p\ 
gehörigen Primzahl q\ u. s. w. enthält; eine unbeschränkte An- 
zahl idealer Primfactoren der complexen Zahl würde also mit 
Nothwendigkeit eine unbeschränkte Anzahl reeller Primfactoren 
der Norm zur Folge haben, wodurch die Richtigkeit des aus- 
gesprochenen Satzes erhellt. 

Ist nun eine complexe Zahl F[r) gegeben, so zeigt die Zer- 
legung ihrer Norm in reelle Primfactoren sogleich an, von welchen 
Primzahlen überhaupt nur ideale Primfactoren in F[r) enthalten 
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sein können, und nachdem man für diese die Functionen tp ge- 
bildet hat, dienen dieselben zur Entscheidung, welche der idealen 
Primfactoren der in NF(r) enthaltenen Primzahlen, und wie oft 
ein jeder in F(r) vorkomme. Diese Fragen sind demnach völlig 
bestimmt, wenn die complexe Zahl ^(r) gegeben ist, ein Resul- 
tat, welches das Analogon zu dem Hauptsatze der 
reellen Zahlentheorie ist, nach welchem jede Zahl 
sich nur auf eine Weiseals Product von Primzahlen 
darstellen lässt. 

Fragen wir nun auch umgekehrt, ob durch Angabe sämmt- 
licher idealer Primfactoren, der gleichen wie der verschiedenen, 
welche in einer complexen Zahl enthalten sein sollen, diese 
selbst völlig bestimmt sei, oder inwieweit eine Unbestimmtheil 
zurückbleibe. Nehmen, wir also an, zwei conoplexe Zahlen F(r) 
und 0(r) enthalten genau dieselben idealen Primfactoren, näm- 
lich den Factor 1 — r genau n Mal, einen idealen Primfactor der 
zu f gehörigen Primzahl q genau mMal u. s. w. Dann werden 
auch die beiden Zahlen 

0{r) . F(rff) F(rs^^) 

und 

F{r) . FirS'Y F{r^^^) = Ni^(r) 

genau dieselben Primfactoren enthalten. Da aber die letztere 
gleich dem Producte der Zahlen p", q""^, .... ist, muss die 
erstere durch das Product derselben theilbar sein, also der 
Quotient 

eine ganze complexe Zahl sein. Aus dieser Glq|chung folgt aber 

0(r) = F(r) . F{r) 

und durch den Uebergang zu den Normen und, wenn man die 
Gleichheit der beiden Normen N<P(r) und ^F{r) bedenkt, die 

Gleichung: 

N^(r) = l 

d. h. E(r) ist eine comJ)lexe Einheit. 

So ergiebt sich als Antwort auf die genannte Frage folgender 
Satz; 

Zwei complexe Zahlen, welche die nämlichen 
idealen Primfactoren enthalten, unterscheiden sieb 
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von einander nur um eine Einheit, die als Factor 
liinzutreten kann. — 

Bisher ist die, auf ihre idealen Primfactoren hin zu unter- 
suchende complexe Zahl stets als eine wirkliche angenommen 
worden. Es ist aber klar, dass, wenn man einen Complex von 
irgend welchen idealen Primfactoren d. h. die sie definirenden 
Congruenzbedingungen beliebig giebt, diesen nicht stets eine 
wirklich existirende complexe Zahl zu entsprechen braucht, sondern 
dass dadurch im Allgemeinen eine nur ideale Zahl definirt sein 
wird. Hiervon wäre nun zunächst zu handeln. Jedoch werden 
wir darauf hier nicht mehr eingehen, da es, wie bemerkt, nicht 
von uns beabsichtigt wird, die gesammte Theorie der complexcn 
Zahlen darzustellen, vielmehr nur soviel von derselben auseinander- 
zusetzen, als zum Verständniss der Anwendung, welche wir auf 
die Kreistheilung davon machen werden, nothwrendig ist. Da wir 
es dabei aber nur mit wirklichen complexen Zahlen zu thun 
haben werden, so reicht das in dieser Vorlesung Mitgetheilte voll- 
ständig aus. 



Neunzehnte Vorlesung. 

Anwendung der Theorie der complexen ZaMen auf die Kreis- 
theilung. 

1. Indem wir uns nunmehr der beabsichtigten Anwendung 
zuwenden, wollen wir, um den Gang der Untersuchung nicht zu 
unterbrechen, folgenden Hilfssatz vorher beweisen: ist F{r) eine 
complexe Zahl, welche der Bedingung 

F{r) . F{r-^) = 1 

genügt, ^0 muss sie gleich einer positiven oder nega- 
tiven Potenz von r, gleich +^ sein. Wir wollen uns 
F(r) auf die Form 

F[r) :»= Öq -|- «1 r -|- «2 ''^ "h • • • • "h ^p—i '"^^^ 
gebracht denken, in welcher zwar die Coefficienten nicht völlig 
bestimmt sind, da man, ohne den Werth der Function zu ändern, 
beliebig oft den Ausdruck 

0=l+r+r2 + .... + rP-^ 
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addiren oder subtraliiren kann, wo man aber deswegen gerade die 
Coefßcienten so gewählt denken kann, dass ihre Summe numerisch 

n - 1 

nicht grösser als ^ mrd. Denn, wäre dies in jener Form 
noch nicht der Fall, vielmehr 

«0 + «1 + «2 + • • • • + «P-1 = ^ • P + «» 

während a numerisch nicht grösser als ^-r— ist, so brauchte 

mau nur 

t (1 + r + '•^ + • • • • + rP-^) 
von ihr zu subtrahiren, und erhielte eine neue ähnliche Form, 
in welcher offenbar die Summe der Coefficienten gleich a wäre. 
Nehmen v\ir also gleich von vornherein 

— ^^ ^ «0 + «1 + + «P-i ^ + ^^ 

an. 

Wenn mau nun den Ausdruck F{r) mit dem folgenden 
multiplicirt : 

so findet man 

F{r) . F{r-') = Aq + A^r + , . . . + Jp^irP-\ 
wenn 

A = «0^ + «1^ + «2^ + • • • • + «P-1^ 

A^ =^ ÖQÖj -|- a|Ö2 -|- . . . . -|- üp^iOQ 



gesetzt wird. Da nun Jeder der Factoren F[r), F{r''^) aus 

^0 + ^1 + ^2 + • • • • + ^p-^ 
Termen besieht, wenn man a^ als Summe von a^ Einheiten, 
a^r als Summe von a, Gliedern r u. s. w. ansieht, so muss ihr 

Product, welches 

A, + A,+A2 + .... + A^r 

Terme enthält, 

(«0 + ^1 + «2 + • • • • + «/»-i)^ 
Glieder enthalten, oder es ist 

(1) ^0 + ^j + + Ap.i = («0 + «1 + . . . . 4- «p-i)^. 

Nach der Voraussetzung ist aber 

A^ + A^r + + Ap-irP-"^ == 1 
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oder auch 

Jq — Ap^i — 1 + (^1 — Jp^i) r + . . . . + {Ap^2 — ^p-i) rP^^=0, 

woraus wegen der Irreductibililät der Kreistlieilungsgleichung 
sich für die Coefücienten A^, A^, . . . - Ap-i ein gemeinschaft- 
licher Werth, welcher A heisse , für Aq aber der Werth A -}- 1 
ergiebt, sodass die Gleichung (1) die Gestalt 

P^ + 1 = («0 + «1 + ^p-i? 

annimmt und die Congruenz 

(öQ + a, + . . . . 4" ^p—i)^ ^ 1 (mod. p) 
also, da die Summe der Coefficienlen zwischen -}" o ^^^ 

— ^— , inclusive der Grenzen, enthalten ist, die Gleichung 

^0 "i" ^1 4" • • • • 4" ^p~i = + 1 

daher A = und Aq = 1 liefert. Diese Gleichung kann aber, 
da Aq die Summe von p Quadratzahlen ist, nicht anders be- 
stehen, als wenn p — 1 dieser Zahlen gleich Null, die übrige 
gleich Eins ist, wodurch aber die complexe Zahl F{r) sich auf 
ein einziges Glied von der Form + r^ reducirt. . 

2. Um nun zu unserm Gegenstande überzugehen, wollen wir 
uns an die Methode erinnern, welclie in der 8. Vorlesung zur 
Auflösung der Kreistheilungsgleichung mitgelheilt worden ist, 
und wesentlich darauf hinauslief, die Ausdrücke, welche dort mit 
(od*, r) bezeichnet wurden, und aus denen die Wurzeln der Kreis- 
theilungsgleichung leicht zusammengesetzt werden können, zu 
finden. Wir werden hier in die eigentliche Natur dieser Aus- 
drücke von dem Standpunkte der complexen Zahlentheorie aus 
tiefer einzudringen versuchen. Doch müssen wir, um uns an die 
Bezeichnungen der vorhergehenden Vorlesung anlehnen zu können, 
die früher gebrauchte etwas verändern. 

• Es »ei p eine Primzahl und r eine primitive Wurzel der 
Gleichung ocP := 1, q sei ebenfalls eine Primzahl, von der Form 
fip-}- 1, und R eine primitive Wurzel der Gleichung x^ = 1, 
unter w verstehen wir eine primitive Wurzel der Gleichung 
x^~^ = 1, sodass wir r = ci~f* setzen dürfen, endlich sei y eine 
primitive. Wurzel (mod. q). Wenn man dann- setzt: 

(a),jR) = jR + CO . jRy + ©2 . i^y^ + . . . . + o?-2 . üy^^^ 
so ist nach (28) und (30) der 8. Vorlesung der Ausdruck 
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^' ^ ^ V+\ R)' ~ " V^*+'^^ R) ' 

wenn A: -f- 1 nicht durch p theilbar ist, eine ganze Function 
von r aliein mit ganzzahiigen Coefßcienten, also eine ganze, aus 
r gebildete complexe Zahl. Setzt man ausserdem 

und ersetzt darin cd durch ^^^ so ist nach Nr. 2 der 10. Vorlesung 

0/; (^ — 1 — m, q — 1 — n, y) ^ (mod. gf), 

wenn m, n positive ganze Zahlen bedeuten, die zwar selbst kleiner 
als ^r -^ 1 sind, deren Summe aber q — 1 übersteigt. 

Andererseits hat, da q eine (mod. p) zum Exponenterl 1 ge- 
hörige Primzahl ist, nach dem ersten Satze in Nr. 4 der 17. Vor- 
lesung die Congruenz 

xP-^ + xP-^ + + o: + 1 = (mod. q) 

p — 1 reelle Wurzeln, welche leicht anzugeben, nämlich durch 

die Potenzen 

-u y-2/i v—{p-i)f* 



y i-, y 



• • • • 



dargestellt sind. In der That sind diese Werlhe (mod. q) incon- 
gruent und ein beliebiger derselben: yV leistet der Congruenz 

Genüge, da pii = q — 1, also --_^ ^ (mod. q) ist. Zur 

Abkürzung setzen wir y~"/* == u. 

Nun sind die Wurzeln dieser Congruenz aber den Wurzeln 
der «Gleichung 

arP-i 4- arP-2 + -f- ar + 1 = 

zugeordnet, und zwar ist leicht zu sehen, dass, wenn wir u dem 
r zuordnen, allgemein u^ und r^ zugeordnete Congruenz- und 
Gleichungswurzeln sein werden. Denn, bezeichnet man r^ mit 
r, so muss, (nach dem Hauptsätze in Nr. 6 der 17. Vorlesung) 
die Gleichung / = r^' in eine richtige Congruenz (mod. q) über- 
gehen, wenn man die Gleichungswurzeln durch die entsprechen- 
den Congruenzwurzeln ersetzt; die, r entsprechende Congruenz- 
wurzel u' leistet also der Redingung w' ^ w'' (mod. q) Genüge, 
wie behauptet. 

Dies vorausgeschickt, können wir die idealen Primfactoren 
von q characterisiren. Da die Primzahl q zum Exponenten 1 
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(mod. /)) gehört, zerfällt sie in p — 1 ideale Primfactoren , von 
denen f{r) der zur Substitution y\ gehörige sein möge; dann ist 

f{r^) der zur Substitution ( )» oder auch, wenn iwa so 

bestimmt wird, dass h.mh^l (mod. p) ist, der zur Substitu- 
tion (^ ^ I gehörige ideale Primfactor von q, 

3. Wir setzen nun in der Function i/; für m den Werth 
h . ft, und wählen n^ km mod. {q — 1), wodurch offenbar auch 
n als Vielfaches von fi bestimmt wird, da m und q — 1 == pfi 
diesen Factor gemeinsam haben. Da m zwischen den Grenzen 
und q — 1 liegen soll, so kann k einen der \f erthe 1,2, 3,. . . .p — 1 

haben, und dasselbe folgt für k, da wegen — = ArA (mod. pf für 

alle Werthe des h aus jener Reihe der Werth des k eben diese 
Reihe durchläuft. — Weil n den kleinsten positiven Rest von km 

mod. {q — 1) bedeutet, so muss, wie leicht zu übersehen, — der 

kleinste positive Rest von kk (mod. p) sein; werden demnach m 
und n so gewählt, dass m -^ n > q — 1 ist, so kann Dies, indem 
durch fi dividirt wird, auch so ausgedrückt werden, dass die Summe 
von h und dem kleinsten positiven Reste von kh (mod. p) grösser 
als p sein solle. 

Nach diesen Vorbemerkungen sehen wir nun zu, was aus 
'^ {q — 1 — m, q — 1 — n, co) bei den gewählten Werthen von 
m und n hervorgeht. Man findet aber ^ 

Aehnlicherweise wird sich 

9jf {q — 1 — h(i, q ~- 1 — khfi, y) ^ ^k{u^) (mod. q) 

ergeben, und weil m + n > g — 1 ist, 

tlffc{u^) ^0 (mod. q). ^ 

Dies wird in Worten folgendermassen ausgedrückt: Die 
complexe Zahl flf/e{r) wird durch q theilbar, wenn r 
durch die Congruenzwurzel w* ersetzt wird, oder auch: 

sie enthält den zur Substitution rA gehörigen idealen 
Primfactor des q jedesmal, wenn die Summe aus h 

BACHMAmr, Lehre d. Krcisth. ' 1^ 
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und dem kleinsten positiven Reste von kh (mod. p) 
grösser als p ist. 

Hieraus ergiebt sicli mit Leiclitigkeit die Zer- 
legung von '^k{r) in ideale Primfactoren. Bemerken wir 
Tor Allem, dass von je zwei Werthen des h, welche die Summe 
p haben, stets ein einziger der Bedingung genügt; dass h und 
der kleinste positive Rest von kh (mod. p) eine grössere v Summe 
geben als p. In der That, sei y der kleinste positive Rest von 
kh (mod. p), so ist p — y der kleinste positive Rest von 
k (p — h) (mod. p); denn, setzt manA:Ä = pz+y, so folgt 
(p — h) k = p (k — z — 1) + (p — y). Ferner folgt aus der 

Ungleichheit ä + y ^ P stets die andere: 

2p - (Ä + y) = (p — Ä) + (p - y) < p . 

womit die Behauptung erwiesen ist. 

Da es hiernach für jedes bestimmte k genau ^"7 Werthe 

des h von der angegebenen Beschaffenheit giebt, so folgt unmittel- 
bar, dass Hfk (r) ebensoviel verschiedene ideale Primfactoren von q, 
j^en mindestens einmal, enthalten muss. Andere Primfactoren, 
als solche von q, kann i^k[r) aber nicht enthalten, da aus der 
Formel (2) der 10. Vorlesung, wenn g statt p, ft statt h, k(i statt 
k gesetzt wird, die Gleichung 

(2) ipk{r) . ipk{r-^) = q 

he^orgeht. Diese lehrt ferner, dass flfk{r) jeden idealen Prira- 
factor auch nur einmal enthalten kann, da Gleiches bei q statt- 
findet; endlich, weil die conjugirte Zahl flfk{i^^) offenbar genau 
soviel ideale Primfactoren enthalten muss, als tl^kir). Beide zu- 
sammen aber nur ebensoviel haben können, als q, welches deren 

ci uau\th iiiV'Ub uicui , aio jcuc 

ideale Primfactoren enthalten. 

Da nun mit f{r) der zur Substitution [^ j gehörige ideale 

Primfactor von q bezeichnet worden ist, so ist f[r^^) der zur 
Substitution y A gehörige, wenn mh als kleinste positive Zahl, 

für welche ä . m>i ^ 1 (mod. p) ist, gewählt wird. Demnach enl- 



p — 1 hat, so kann '^k{r) überhaupt nicht mehr, als jene 
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hält ipk{r) alle diejenigen Primfactoren f{r"^)^ bei denen h und 
der kleinste positive Rest von kh' (mod. p) eine grössere Summe 
geben, als p. Nach dem Schlussatze der letzten Vorlesung 
ist also: 

^, (r) = E{r) .JJnr""). 

WO das Product über die ^ bezeichneten Werthe des h zu 
beliehen, und E[r) eine complexe Einheil ist. Ebenso ist 

wo das Product auf die ^ übrigen Werthe des ä zu beziehen 

ist. Der Gleichung (2) 'wegen, und, weil das Product aller 
idealen Primfactoren des q gleich dieser Zahl ist, findet man leicht 
die Bedingung 

E[r) , E[r-'^) = 1, 

woraus nach dem Hilfssatze in Nr. 1 sich E[r) = + r" ergiebt. 
Endlich wird also: 

(3) Mr) = ±f^.JJnr"'')^ 

4. Nachdem auf diese Weise a/;^(r) bestimmt wor- 
den ist, findet man auch leicht den Werth des, bei 
der Berechnung der Wurzeln der Gleichung a;«' = 1 
auftretenden Ausdrucltes (w"^, Ä) = (r, R), Denn die 
Formel (34) der 8. Vorlesung, in die hier angenommene Be- 
zeichnung übertragen, liefert folgende Gleichung: 

(4) ir,R)P = (_ 1)M . g . 1/;, (r) 'il^^ir) '^p^2(r). , 

Nehmen wir nun den bestimmten idealen Primfactor /*(r*"^) 

von q, welcher zur Substitution y^ gehört, so ist dieser in 

jeder der Functionen '^k[r) enthalten, deren k der Bedingung 
genügt; dass h und der kleinste positive Rest von kh (mod. p) 
eine grössere Summe als p haben, oder für welche der kleinste 
positive Rest von kh (mod. p) grösser als p — h ist. Den im 
Producte (4) auftretenden Werthen 1,2, 3, .... p — 2 des k 
entsprechen aber als kleinste positive Reste von kh die Werthe 
1, 2, 3, .... p — 1 mit Ausnahme von p — h, da aus der Con- 
gruenz kh^p-r-h (mod. p) sich (Ar + 1) ä ^ oder k^p — 1 
(mod. p) ergeben würde. Unter diesen Resten des kh sind daher 
h — 1 grösser als jt? — ä, folglich kommt der zur Substitution 

18* 
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\k) gehörige Primfactor des q in dem Producte der ^-Functionen 

genau h — 1 Mal, und da er nocli einmal in q entlialten ist, im 
ganzen Producte genau h Mal vor. Da hierdurch die idealen Prim- 
factoren von (r, R)p vollständig definirt sind, ist dieser Ausdruck 
bis auf eine Einheit vi^ieder völlig bekannt, nämlich offenbar 

(r, R)P = E(r). f[r^^Y . f(t^f . . . : f{r^P-^)^^ . 

Dafür kann man auch schreiben: 

(r, R)P = E{r) . f(rY^ . f{r^y^ f{rP'^fP-K 

Die Einheit muss aber wieder gleich + ^ sein, denn nach 
Gleichung (4) 6ndet man mit Rücksicht auf die Gleichung (2) 

(r, R)P . (r-S R)P = gP ; 

nach der vorigen Glejchung aber erhält dies Product den Werth 

E{r)..E{f^^).qP, 

wenn mau beachtet, dass aus der Congruenz h . mji^^ 1 (mod. p) 

auch 

(p — Ä) . (p — mAJ = 1 (mod. p) 

und durch Vergleichung mit der andern: (p — ä) . iWp_Ä ^ 1 
(mod. p) die Gleichung mp^h=^P — ^a folgt, und wenn man 
ferner bemerkt, dass deshalb der Factor f[rP-*f^P—^ aus dem 

Producte (r,R)P, mit dem Factor /"(r-*)*"^ aus dem Producte [r-\R)P 
multiplicirt, 

liefert, demnach im Producte {r,R)P . {r-\R)P alle idealen Prim- 
factoren von q zur p^*"^ Potenz erhoben vorkommen. Die Ver- 
gleichung beider Werthe des Products (r, R)p . (r-^ R)p liefert die 
Gleichung 

Eir) . E{t^^) = 1 

d. h. E{r) a= + r^. So findet man endlich 

(5) (r,R)P = + r'» . /"(r)«* . /"(r^)«« f[rP''^f^-^, 

eine Gleichung, in welcher Alles bestimmt ist, bis 
auf den Factor + '^. Aber auch dieser bestimmt sich 
mittels folgender Bemerkung: Erhebt man den Ausdruck 

zur p'^"^ Potenz, sp ßndet man nach dem polynomischen Lehr- 



N 
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satze, und, weil r^ == 1 ist, 

(r, R)P = RP + RPY + RPT^ + jRpy^-^ (mod. p) 

d. h. congruent der Summe aller imaginären Wurzela der Gleichung 
ij«f = 1 , welche den Werth — 1 hat. Es muss also + r^ so 
gewählt werden, dass die rechte Seite der Gleichung (5) eben- 
falls diese Congruenzb6dingung erfüllt. 

5. Wir wollen diese Be trachtung en mit der numeri- 
schen Berechnung eines Beispieles beschliessen. Sei 
p =g 5, ^ = 11, wo dann y = 2 als primitive Wurzel genommen 
werden kann. Da /x = 2 ist, findet man y-f* ^ 3, folglich ent- 
sprechen, wenn 3 als die, der Wurzel r zugeordnete Congruenz- 
wurzel angesehen wird, den Wurzeln 

die Congruenzwurzeln 

3,9,5,4. 

Suchen wir nun zuerst eine complexe Zahl zu bestimmen, 
welche den, dieser Zuordnung entsprechenden idealen Primfactör 
von q enthält. Dazu sind nach Nr. 2 der letzten Vorlesung die 
Unbestimmten ocy, x^* x^, x^ in dem Ausdrucke 

x^r -\' x^r^ -|- x^i^ + 0^4 r* 

so zu wählen, dass nach Substitution der Congruenzwurzeln statt 
der zugehörigen Perioden derselbe durch g =3 H theilbar, dass 
also die Congruenz 

30:^ 4" ^^2 + ^^3 + ^'''^4 ^^ (mod. 11) 

erfüllt wii'd. Dies geschieht z. B., wenn o:, = 2, 0^2 = 1, 
arj =s 0:4 = 2 gesetzt wird , also ist 



2r + r2 + 2r3 + 2r4 = — 2 — 



r 



2 



oder auch 2 -f- r^ eine complexe Zahl, welche den zur Substitu- 
tion I n gehörigen idealen Primfactör von 11 enthält. Da man 

aber durch Ausrechnung des Productes findet, dass 

N(2 + r^) = (2 + r) (2 4- r^) (2 + r») (2 + r*) = 11 
ist, so ist diese Primzahl in wirkliche Primfactoren zerlegbar, 
und 2 -|- r^ der zur Substitution | ^ | gehörige ideale, in diesem 

Falle aber zugleich auch wirkliche Primfactör von 11. Setzt 
man nun f[r) = 2 + r^ so ist 
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und diese Primfactoren gehören zu den Substitutionen: ( q ) j 

[ ^ j , [ ^ j . • Aber aus der Congruenz h , m^^l (mod. 5) 

folgen , den Werthen ä = 1 , 2 , 3 , 4 entsprechend , die Werthe 
m;i = 1, 3, 2, 4, man kann daher die vier Primfactoren 2 + r^, 

2 + rS 2 + r, 2 + r* auch als die zu den Substitutionen (^X 

(33) ' (32) ' (34) »ehörigen bezeichnen. 

Die Formel (5) liefert sodann für (r,R)^ folgenden Ausdruck: 

(r, R)^ = + r«» . (2 + r«) (2 + r*)» (2 + r)« (2 + r»)*, 

in welchem nm* noch der Factor + r^ zu bestimmen bleibt. 
Das geschieht durch die Bemerkung, dass die Entwicklung des 
Products einen Ausdruck liefert, welcher ^ + r^+^ (mod. 5) 
gefunden wird; da er aber ^ — 1 (mod. 5) sein muss, hat man 
das obere Zeichen und m = 4 zu wählen, und erhält so: 

(r,Ä)* = + H (2 + r^j (2 + r*)^ (2 + r)^ (2 + r^. — 

Die Entwicklung dieses Ausdrucks liefert, von der verschiede- 
nen Bezeichnung abgesehen, wie es sein muss, den bereits in der 
8. Vorlesung in Formel (48) gefundenen Werth von {a, 1^0)^ 
mit welchem (r, Ä)^ identisch wird, wenn a, r statt r,R ge- 
schrieben wird. 

Durch die hier mitgetheilten Betrachtungen sind alle Ele- 
mente, deren man zur Auflösung der Gleichung x^^= 1 bedarf, 
auf die idealen Primfactoren der Zahl g zurückgeführt worden. 
Da die Wurzeln dieser Gleichung lediglich durch q selbst bedingt 
sein können, so hat man sie auf solche Weise durch diejenigen 
Grössen ausgedrückt, welche ihre wahren Elemente ausmachen, 
und in dieser Vollendung der Theorie beruht die Bedeutung der 
letzten Untersuchung, welche von Kummer in Grelle 's Jour- 
nal Bd. 35 (siehe auch Disputatio de num. complexis, in einer 
Gratuiationsschrift der ßreslauer Universität zur dritten Säcular- 
feier der Königsberger Universität, abgedruckt in Liouv. J. Bd. 12 
unter dem Titel: „sur les nombres complexes, qui sont formes 
avec les nombres entiers reels et les racines de Tunite") zuerst 
veröffentlicht worden ist. 
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Zwanzigste Vorlesung. 
Zwei Anwendungen auf die Theorie der quadratisclien Formen. 

1. In der 10. und 11. Vorlesung sind wir aus der Kreis- 
theilung zu verschiedenen Darstellungen von Primzahlen durch 
quadratische Formen geführt worden. Den Ausgangspunkt der 
dortigen Betrachtungen bildete ein eigenthümliches Verhalten, 
welches die Resolvanle zeigt, wenn die Einheitswurzel durch eine 
entsprechende Congruenzwurzel ersetzt wird, ein Verhalten, welches 
in dem Nr. 2 der 10. Vorlesung ausgesprochenen Satze seinen 
Ausdruck fand. Hier wollen wir zwei weitere Anwendungen der 
Kreistheilung auf die Theorie der quadratischen Formen zu- 
sammenstellen, von welchen die erste, auf Formen bezuglich, deren 
Determinante eine negative ungerade Primzahl — p sein soll, 
auf einer Verallgemeinerung der in der angeführten Stelle ge- 
gebenen Betrachtungen beruht'''), während die zweite sich auf 
Formen von einer positiven Determinante, welche eine ungerade 
Primzahl -|- p ist, bezieht und an die in Nr. 3 der 15. Vorlesung 
gefundene Zerlegung von 4Z in zwei quadratische Factoren an- 
zuknüpfen ist.**) 

Wir werden im Folgenden mit ip(Ä, A:, w) oder kürzer mit 
i^(^, k) den Ausdruck 

(fl)-^^, R) 

bezeichnen, in welchem 

(a,-^ R) = 




ist, während R eine primitive Wurzel der Gleichung cf = 1, ^ 
eine primitive Wurzel der Gleichung a?^"^ = 1 bedeuten soll; 
p und q seien ungerade Primzahlen, welche in der durch die 
Gleichung ^r = j^p + 1 ausgedrückten Beziehung stehen, und 
unter y werde wieder eine, primitive Wurzel (mod. q) verstanden. 



*) Vgl. hierzu Smith, report on the theory of numbres, axt. 121. 
Auch Jacobi*8 Note über KreistheiluDg uud Cauchy, m^m. sur la 
th. des nombres, besonders die Noteu 11^ III und XIII. 

**) S. Dirichlet, sur la maniere de r^soudre T^quation fi — ptt*=l 
au moyen des fonctions circulaires, Cr. J. Bd. 17. Desgl. Jacobi's Note. 
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Jener Ausdruck hat folgende Eigenschaften, die hier 
sogleich zusammengestellt werden sollen: 

1) hi h' ^ h, U ^^ k (mod. q — 1), so ist offenbar 

2) Ist eine der beiden Zahlen h, k z, B. h gleich Null, so 
wird der entsprechende Ausdruck (a)"^ R) = (1, R) d. i. der Summe 

jR + Ä^ + + jR^-^ 

gleich, deren Werth — 1 ist, der andere Ausdruck (o»""*, R) dem 
Nenner (ik>— *-*, jR) gleich, also ist tff(0, A:) = — 1, ebenso 
'^[h,0) = — 1. Dasselbe gilt aber offenbar auch, wenn h und k 
Beide verschwinden, da dann jede der Functionen in dem Aus- 
drucke den Werth — 1 annimmt ; man findet demnach auch noch 

tff(0,0) 1. 

3] Wenn die Zahlen h,k nicht Null noch der Null mod. [q — 1) 
congruenl sind und auch h'\' k durch q — 1 nicht theilbar ist, 
so wird nach Nr. 5 der 8. Vorlesung der Ausdruck 

also einer ganzen Function Von co allein gleich. In diesem Falle 
idt bekanntlich 

^(h,k) . t^(-Ä,-Ar) („A4^,Ä) (,-A^,/i) ^ 

oder auch 

(2) i^(h,k) . -^(gr _ 1 - Ä, g — 1 - Ä:) = g. 

4) ist h -^ k durch q — 1 theilbar, ohne dass h oder k es 
sind, so nimmt der Ausdruck ilf(h,k), da k^- — h mod. {q — 1) 
und der Nenner (co*+^JR) = — 1 wird, die Form — (w*, Ä) (i»~*, Ä) 
an, und wird nach Formel (29) der 8. Vorlesung gleich — ( — l)^.q, 
folglich ist 

(3) il){h,k} = (— 1)^+1 . q, wenn h + k = mod. {q — 1). 

2. Wir wollen nun unter m^^m^, . . . .nta positive ganze 
Zahlen verstehen, welche kleiner als ^ — 1 vorausgesetzt werden 
sollen, und das Product 

(©-"»S R) . {(o-"\ R) (co"""«, R) 

bilden. Dies kann offenbar durch o/;- Functionen ausgedrui^kt 
werden; denn man erhält zuerst 
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sodann , wenn mit ftj der kleinste positive Rest von m, -j- m^ 
med. (q — 1) bezeiclinet wird, sodass ft^ ^ m, + ^2 niod. [q — 1) ist, 

(a)-K+"'J, jR) . (ar^*,R) = tf; (ftj, »13) . (ö)-(«i+»«+m,)^ ßj^ 

ferner, wenn nun i/l^ den kleinsten positiven Rest von nt^-^rri^'^fn^ 
mod. [q — 1) bezeichnet, 

(flO-(«i+»arH».), jR) . ((»-»»siJ) = l/;(fi3,m4) . (a)-('''i+/«rfm.+«4),Ä) 

u. s. w., endlich, wenn f^a-i der kleinste positive Rest von 

mj +^2 4" • • • • + »»a— 1 mod. (q — 1) 
ist, ' 

Indem man alle diese Gleichungen in einander 
multiplicirt und die gemeinsamen Factoren beider 
Seiten weglasst, findet man folgende wichtigeFormel: 

(4) (a)-«'sjR).(a)-«^,Ä)....(G)"'"*«,jR) = ^(a)).. (a)-<'"^+*^-+~«\ Ä), 
in welcher 

(5) T[(o) = 'Hf{m^,m^ . t{;(ft2^3) .... t/; (|i*a-i, »1«) 

also eine ganze und ganzzahlige Function von a> allein 
ist, ebenso wie die Factoren aus denen es sich zu- 
sammensetzt. Betrachten wir nun diese Function etwas ge- 
nauer. 

Üfr allgemeine Factor o/; (fi^i.m^) kann drei ver- 
schiedene Fälle darbieten, jenachdem 

fAf_i + m,- = g — 1, |i«,-.i + m, > g^ — 1 , {n^i + nii <. q — 1 
ist. Im letzten lassen wir ihn ungeändert, im ersten ersetzen 
wir ihn nach Gleichung (3) durch seipen Werth ( — i)^+^«-i . q^ 
im zweiten schreiben wir dafür nach Gleichung (2) 

_q 

in welchem Quotienten die i(;- Function des Nenners jetzt Argu- 
mente hat, die offenbar eine kleinere Summe ergeben, als ^— 1. 
Es entsteht die Frage, wieoft^ einer der beiden ersten Fälle 
eintreten wird. Da /ia^i der kleinste positive Rest ist, welchen 
die Summe 

JWj -j- 1^2 -f- • . . . -|- »l,-«_i 

durch q — 1 getheilt lässt, kann man 
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"*1 + »»2 + • • • • + ^»-1 = ''»-ite — 1) + f*»-l 

setzen, indem man mit ni^i{g — 1) das grösste, in der Summe 
enthaltene Vielfache von (q — 1) bezeichnet. Fügt man nun zu der 
Summe das folgende Glied in, hinzu, und schreibt in analoger Weise 

»«1 + »*2 4" • • • • "f" ^«—1 + ^i = ^ii^ ■'^) "h f*« • 

während nun m {g — 1) das grösste darin enthaltene Vielfache 
von g — 1 ist, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: entweder 
ist fii^i + m,- < gr — 1, dann wird n,==«f— i sein müssen; oder 
aber es ist fii~i'{-mi^g — 1, dann wird offenbar m == n-^i + 1, 
da fi,_i -f- ^t eine Summe zweier Zahlen ist, welche kleiner als 
q — 1 sind, — die erste als kleinster positiver Rest mod. (q — 1), 
die zweite nach der Voraussetzung — deren Summe also jeden- 
falls 2 {g — 1) nicht erreichen kann. Hiernach wird sich das 
grösste, in der Summe 

mj -|- m^ -f- . . . . -|- m,_i 

enthaltene Vielfache von g — 1 durch Hinzufugen von m,- um 
eine Einheit vermehren oder constant bleiben, jenachdem von 
den drei, oben unterschiedenen Fällen einer der beiden ersten 
oder der letzte stattfindet. V^enn man daher annimmt, dass 

^i + f^Z + ' - - - + ^a = na{q — 1) + fla^ 

während < jw^ < s' — 1 ist, so muss es genau n« Mal 
geschehen, dass einer der beiden ersten Fälle eintritt. 
Hiernach wird man bei Anwendung der angegebeneirTrans- 
formationen des Factors if;(iii^i,mi) 

finden, worin sowohl 7(a)) als auch g>{co) Producte aus solchen 
if;-Functionen bedeuten, bei welchen die Argumente eine kleinere 
Summe g^ben als q — 1. 

3. Auf 0/;- Functionen dieser Art lässt sich aber der Satz in 
Nr. 2 der 10. Vorlesung zur Anwendung bringen. Dabei unter- 
scheiden wir wieder die drei früheren Fälle. Ist erstens 
(li-i -{- mi = q — 1, so ist nach Gleichung (3): 

^(^,_i, m,) = (~ 1)^+^-1 .q = {- !)'+"•* . g; 

in diesem Falle aber ist fii = 0, und da man 

1.2.3....m, = (5' — 1 — fA,-i) {q—2 — iii^i) ....{q — mi — ft^_i) 

also 
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(_ Ip- . 1 . 2 . 3 . . . . m,- = (|tii_i + 1) (|^«-i +2) . . . . (l^i-i +m,) (^^^ 
folglich mit Rücksicht auf den Wilson'schen Satz 

findet, so Itann man schreiben, wenn man in üblicher Weise 
übereinkommt, unter JT(0) die Einheit zu verstehen, 

Dass in dieser Congruenz ein Bruch auftritt, macht keine 
Schwierigkeit, da die Factoren des Nenners durch q nicht theil- 
bar sind. Sooft nämlich J eine zu q relativ prime Zahl ist, 
kann man eine Zahl A' der Congruenz AA^^l (mod. q) ge- 
mäss bestimmen, und unter dem Bruche -^ (mod. q) jede der 

Zahl A' (mod. q) , congruente Zahl verstehen. In solcher Weise 
muss auch die vorige , sowie alle ähnlichen im Folgenden vor- 
kommenden Congruenzen, welche Brüche enthalten, aufgefasst 
werden. 

Ist zweitens ft,— i + m, > ^^ — 1, so wird nach dem Satze 
in Nr. 2 der 10. Vorlesung 

./;(g--l--^,^x,g-l--m,y)=- ^^^_^^^^_^^^^^_^^ ^(mod.g) 

sein. Da aber, wenn A: < g — 1 ist, 

1.2.3 A: = (— 1)* . (^ — 1) (^ — 2) (g — A:) 

JJ(g— 1— Ä).JY(Ä) = (— l)M.2.3....(g-l) = (~l)*+i(mod.g) 
gefunden wird, so kann man auch schreiben: 

tf;(g-l-ft.,ng-l-m,y) = ^^^^_^^^_^^^^ (mod. q) 

oder auch, da in diesem Falle ft,-i -j- m,== g — 1 + Z'*« ^st, 

fr.. 1 ^(f^i) ( , X 

wie in dem vorigen Falle. 

Ist endlich drittens (li-i + w» < q — 1, so folgt nach 
demselben Satze 

oder, da jetzt ftj-i + m,- = ft,- ist, 
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(9) t(^.-x. «.. y) = - n(^^^) ;n(„.) (»««J- ?) • 

Setzt man daher in die Functionen f(m) und (p[ui) 
statt CD die primitive Wurzel 7, und nimmt auf die im 
Vorigen angegebene Biidungsweise derselben aus den 
^-Functitinen, den drei unterschiedenen Fällen ent- 
sprechend, Rucksicht, so wird man mit Beachtung der 
Congruenzen (7), (8) uiid (9) offenbar die folgende 
Congruenz finden: 

(10) -^ = (- l)«-!-"« . ^-^.^ (mod. q) , 

da der dritte Fall a — 1 — n^Mal eintreten wird. 

4. Wir werden jetzt speciell von folgendem Producte handeln: 

'(a>-«^ R) , 



H' 



in welchem a jeden der. quadratischen Reste ?en p be- 

zeichnen soll, welche kleiner als p sind, und die Multiplication 
sich über alle diese Zahlen zu erstrecken hat. Um den Werth 
dieses Products zu erhalten, muss man in der Gleichung (4j 

a = ^-^— und die Zahlen m, , »i«, . . . . m« den ?erschiedenen 

Zahlen a^ gleich wählen. Wenn man nun aber in dem Aus- 
drucke 

für Ä, k Vielfache von ft, etwa h = Ä'ft, k «= Ar'f* setzt, und be- 
zeichnet ©-^ mit r, sodass r eine primitive Wurzel der Gleichung 
xP =^1 wird, so enthält der Ausdruck 

nur noch die Wurzel r. Demnach wird auch in den beiden 
Functionen f[to), q>[(xi), welche sich in dem hier betrachteten Falle 
aus solchen tf;- Functionen zusammensetzen, nur r vorkommen 
können, deshalb sollen sie mit fa (r) und (pa (r), desgleichen ^(co) 
durch ^a(r) bezeichnet werden. Wenn man ferner y^hz=u 
setzt, so werden die Functionen f[y),q>(y) in der Congruenz (10) 
A\XTc\i fa[u)y q>a[u) rcsp. zu ersetzen sein. Endlich wollen wir 
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bemerken» dass, wenn g irgend eine primitive Wurzel (mod. p) 
bedeutet, sämmtliche quadratische Reste von p den Potenzen 
1. 9^» öf*, . . . . gP"^ (mod. p) congruent sind, folglich wird die, 
auf alle oben definirten Zahlen a bezogene Summe 

'^a=l+g'^ + g^ + .... + gr^^ (mod. p) 

d. b. congruent Null sein; Sa ist also eine durch p theilbare, 
desgleichen also auch, Za^ eine durch pfi = q — 1 theilbare 

ganze Zahl. Hiernach wird /»„ = 0, n« = _ = — sein, und 
die Formeln (6) und (10) gehen in die folgenden über: 

Sa 

(11) 5^,(.) = ,TW 

(12) 1^ = _ (— 1) ^ P l (mod. q); 

9aM 11(1 .2 .3 . . . ./*fl) ^ ^' 

a 

in dem Producte der letzten Formel muss wieder über alle oben 
definirten Zahlen a multiplicirt werden. 

Bezeichnen wir ebenso mit b alle quadratischen Nichtreste 
von p, welche kleiner sind als p, und bilden das Product 

"(a)-*M, R) 



/7' 



auf alle diese Werthe b bezogen, so gelten ganz dieselben Be- 
trachtungen. Da 

^b = g-\-g^ + g^+....-\-gP-^ (mod. p) 

also durch p Iheilbar ist, so ergiebt sich wieder fAa=0,Wa= — ; 

bezeichnet man ferner mit Wi, (r), /i(r), <pb{r) die auf diesen Fall be- 
zuglichen Werthe der Functionen ^(w), f{fo), q>{ca!), so ergeben 
sich aus den Formeln (6) und (10) die nachstehenden: 

(13) 5r,(,) == ,^ Ag^ 

(1^) ^ = - (- ^) ^ '• i7(i.2.3....,.) ('»»«'• ^)- 

b 

5. Andererseits geht aus der Gleichung (4), wenn man 
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a = ^-o— und die Zahlen m^ nij m« den Zahlen a(A gleich 

setzt, deren Summe als eine durch q — 1 theilbare Zahl soeben 
nachgewiesen worden ist, folgende Gleichung 

(15) V. (r) JJC»-'", B) JY(r-, R) 

a a 

hervor, da 

wird. Diese Gleichung lehrt aber, dass das Produet eine, von 
R ganz unabhängige, nur aus r gebildete, ganze Function ist, 
deren Coefficienten ganze Zahlen sein mössen, da die Coerficienten 
in den einzelnen Factoren [r^,R) solche Zahlen sind; es ist, mit 
andern Worten, eine, aus r zusammengesetzte, complexe ganze 
Zahl. Indessen ist dasselbe offenbar unveränderlich; wenn r durch 
irgend eine Potenz r^' ersetzt wird, worin a selbst ein quadrati- 

scher Rest (mod. p) ist;' denn die ^—^ — Zahlen aa sind, wie 

leicht zu sehen, unter einander (mod. p) incongruent und wieder 
quadratische Reste, folglich stimmen ihre kleinsten positiven Reste, 
von der Ordnung abgesehen, auf welche es in dem Producte nicht 
ankommt, mit den Zahlen a im Ganzen uberein. Da nun a stets 
einer geraden Potenz von g, etwa g^^ (mod. p) congruent ist, 

und r^^^ derselben zweigliedrigen Periode angehört, wie r selber, 
kommt das Gesagte nach Nr. 5 der 6. Vorlesung darauf hinaus, 
dass das Produet nicht eine Function der einzelnen Wurzeln der 
Gleichung a;P= 1, sondern vielmehr eine Function ihrer beiden 
zweigliedrigen Perioden ^ welche ijq, t/^ genannt werden mögen, 
sein muss. Man kann daher setzen: 

(16) ]J{(»-'f, R) = AVo + A Vi . 

worin Jq, A^ ganze Zahlen bedeuten. 

Genau ebenso findet sich, wie auch einfach durch Ver- 
tauschung von c)~^ = r mit einer der Wurzeln r^^ "*"* d. h., da 
^2Ä+i irgend einem Nichtreste (mod. p) congruent ist, mit einer 
der Wurzeln r* hervorgeht, 

(17) rT{^-'Ml) = ^oVi + AVo* 



u 
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auch ist 

(18) Wi{r) JJ^ito-^/'.R) . 

b 

Wenn wir uns von nun an auf die Voraussetzung, 
dass p die Form 4n -f- 3 habe, beschränken, so liönnen 
wir die Gleichung (17) etwas anders schreiben; denn vermittelst 
der Bemerkung, dass dann — 1 ein quadratischer Nichtrest von 
p ist» und dass folglich die Zahlen — h allen quadratischen Resten 
(mod. p) congruent sind, nimmt sie offenbar folgende Gestalt an: 



ZT« 



Erinnern wir uns hier, dass nach Formel (29) der 8. Vorl. 

(©«/*, Ä) . (o)-*^, K) = (— l)''^* . q 

ist, dann werden wir durch Verbindung der vorigen Gleichung 
mit der Gleichung (16), wenn wir beachten, dass die Anzahl der 

Factoren in jedem der beiden Producte gleich ^ — , sowie dass 

üafi durch q — 1 theilbar, also eine gerade Zahl ist, zu der 

a 

folgenden Gleichung: 

9 ^ = i^oVo + AVi) (^0^1 + A %) 

gelangen, welche, wenn für die Perioden ihre in Nr. 2 der 15. Vor- 
lesung gefundenen Werthe 

substituirt werden, in die andere Gestalt: 

(19) ^^q'={^o + A)' + P{^o-A)' 

übergeht. 

6. Die so gewonnene Formel kann noch verein- 
fachtwerden, wenn man sie durch die höchste Potenz 
von q, weiche den Quadraten [Aq -{- J^)^ und (Aq — A^)'^ 
gemeinsam sein kann, dividirt. Zur Bestimmung 
dieser Potenz dienen aber die Relationen (11) bis (14), 
von denen die erste und dritte, wenn angenommen wird, die 
höchste, den Zahlen Aq, A^ gemeinsame, Potenz von q sei q'. 



! 
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mit Rücksiebt auf (16) und (17) auch so geschrieben werden 
Itftnnen : 



(20) 



Xi 



•^0 I •"! P fa^^ 



Q 9 



Sb 






9 9 



Wir wollen nun zwischen den Wurzeln der Gleichung 

a^^ + x^^ + + a: + 1 = 

und den Wurzeln der Congruenz 

a:P-i -(- a;P-» -|- . . ^ , ^ ic -|- 1 ^ (mod. q) 

genau dieselbe Correspondenz herstellen, wie in Nr. 2 der vor. 
Vorlesung, bei welcher u^ die zu r* gehörige Congruenzwurzel 
war. Dann ist zunächst leicht nachzuweisen, dass keine der 

Zahlen — , — kleiner als i sein kann; denn wäre z. B. — ^ < t 
P P P 

so entStunde aus der ersten der ?orfaergehenden Gleichungen die 
folgende : 

Sa 

' (7 ""+7"") — ^y 

und diese ginge nach dem Hauptsatze in Nr. 6 der 17. Vor- 
lesung durch Substitution der Congruenzwurzeln statt der zuge- 
hörigen Gleichungswurzeln in die richtige Congruenz: 

uT welcher 

M^ = M + u^ + + u^*^ 

f M 
gesetzt ist, über und lieferte -^ = (mod. q) , was mit der 

Congruenz (12) unverträglich ist. 

Wenn hierdurch nachgewiesen ist, dass die Zahlen — , — 
mindestens gleich t sein müssen, so zeigen die Congruenzen: 



-'-' ( 



(21) 
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Sa 

~7 • W| H ; • Wn == — q . — 7-T 



y (mod. q), 



welche aus den Gleichungen (20) entstehen, indem die Gleichungs- 
wurzeln durch die zugehörigen Congruenzwurzeln ersetzt werden, 
dass nicht beide Zahlen grösser als t sein können. Denn sonst 
würde 

-^0^0 + ^1 w, = 0, AqU^ + ^jWo = 1 
(22) folglich Wmod.^^+i). 

^0 i^o' - t^i') - 0, A, (t/o^ - u,^) = j 

Es ist aber Uq^ — u^^ = (mq + u^) (uq — Wj) ; von diesen 
Factoren ist der erste der negativen Einheit (mod. q) congruent, da 

und 

1 + M + w^ + + wP-1 = (mod. q) 

ist. Da ferner die Gleichung besteht 

(%— ^^i)^ = — P' 
so erhält man die Congruenz 

{uq — ui)2 = — p (mod. q), 

welche lehrt, dass auch der andere Factor, und folglich auch 
Uq^ — t/)^ nicht durch q theilbar ist. Demnach ergäbe sich aus 
den Congruenzen (22) das, der Bedeutung des Exponenten t wider- 
streitende Resultat, dass Aq und ^^ durch q^+^ theilbar wären. 
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich, dass, 

wenn nicht etwa — , — gleichen Werth haben, Heden- 

falls dem kleinern derselben gleich sein muss. Aber 
jene Voraussetzung ist unzulässig, da Ua -{- Üb gleich 
der Summe 

1 + 2 + 3+.. .. + {p-l) = ^.Fy 

in dem hier betrachteten Falle also, in welchem ^— ungerade 

ist, einer ungeraden Zahl gleich ist, weshalb Hb — £a nicht 
gerade also auch nicht Null sein kann. Dasselbe folgt all- 
gemein aus einem andern, bald zu erwähnenden Umstände, aus 

BAcnuANy, Lehre d Kreisth. 19 
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welchem wir auch scbliesscn werden, dass £h der grössere der 

beiden Werlhc ist. Folglich muss t= — sein. 

Wenn man nunmehr die Gleichung (19) mit dem Quadrate 
der grössten, den Zahlen ^q, ä^ oder den Zahlen A^-^-A^, A^ -A 
gemeinsamen Potenz von q dividirt und 

(23) ^±±Al = a:. "^-'--zAi^y 

Q ? 

setzt, sowie bemerkt, dass — -\ ^ = ^~^^ *s^» so ergiebt 

sich endlich folgende höchst beachtenswerlhe Gleichung: 

(24) 4 .^ '^ ^x' + py^ 

welche den Satz enthält: 

Ist p eine Primzahl von der Form 4n + 3, q eine 
Primzahl von der Form ft/> + 1, und bezeichnen 2a, 
Üb die Summe resp. aller quadratischen Reste und 
Nichtreste (mod. p), welche kleiner als /> sind, so ge- 

stattet das Vierfache der Potenz q ^ eine Darstel- 
lung durch die Form aj^+py^. 

Die Congruenzen (21) können jetzt fqlgendermassen ge- 
schrieben werden, wenn auf (12) Rucksicht genommen wird: 

e ' ^*0 ^ t 
Q 7 



7 • Wo -h — • ^'l = l— 1 j • il(l . 2 . 3 . . . a|it) 






(mod. q) 



und geben durch Addition die, zur Bestimmung von x dienende 
Congruenz 

(25) .. = -(- 1) ^ j^^± -- — (raod. ,). 

a 

So erhält man den Zusatz: Die Zahl o; in der Dar- 
stellung (24) leistet der Congruenz (25) Genüge. 

Noch kann beachtet werden, dass in dem Falle, wo p die 
Form 8w + 7 hat, die Darstellung durch gerade Zahlen x, y 
geschieht; denn, wären sie, was sonst nothwendig wäre, da 
x^ -\- py'^ gerade werden soll. Beide ungerade, so wurden a:^, y* 
durch 8 getheilt den Rest 1 geben, x^ + py'^ also durch 8 the?.l- 
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bar sein, während die andere Seite der Gleichung (24) es nur 
durch 4 ist. Setzt man daher x = 2'^, y = 2iy, so ergiebt 
sich der Folgesatz: 

Ist ^ eine Primzahl von der Form 8n + 7 und <^ 
eine Primzahl von der Form i^p -^ 1, so giebt es ganze 
Zahlen |, ty von der ßeschaffonheit, dass 

^ = ^' + P ■ T 

ist, während ^ der Congruenz 

Genüge leistet. 

Ist z. B. ^= 7/i + 1» so findet sich, da unter den Zahlen, 
welche. kleiner als 7 sind, die Zahlen 1, 2, 4 die quadratischen 
Reste, die übrigen Zahlen 3,5,6 die quadratischen Nichtreste 
von 7 sind, 

? = I'' + 7 . »;2 



(26) 



wenn 



^•nf../727:n47^'""^-«') 



ist, wofür man auch 

setzen, kann, wenn man bemerkt, dass nach VVilson's Satze 
- 1 = JJlii -JJ^f* . (4f* + 1) (4/i + 2) . . . 7(1 

~{—l)^f* .1 .2 .3 3(1 . TJ^l^ (mod. q) 

ist, und (i nothwendig eine gerade Zahl sein muss. Dieses Resultat 
findet sich bereits in der in Nr. 3 der 11. Vorlesung citirten kleinen 
Abhandlung von Jacobi. — 

Es ist zu beachten, dass die Zahlen ^,rj durch die Bedingungen 
(26) vollständig bestimmt sind, nämlich § als absolut kleinster Rest 
von q, welcher der Congruenz genügt, sodann ri durch die quadrati« 
sehe Formel. Wenn jedoch in der Gleichung (24) eine höhere als 
die erste Potenz von q zur Linken des Gleichheitszeichens steht, 
wird die Darstellung durch die Bedingungen (24) und (25) im 
Allgemeinen noch nicht vollständig bestimmt sein. Während 
wir einige darauf bezügliche Einzelheiten hier übergehen wollen. 
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müssen wir noch auf den Zusammenhang, welcher zwischen diesen 
Betrachtungen und einer wichtigen Frage aus der Theorie der 
quadratischen Formen besteht, soweit es ohne näheres Eingehen 
auf diese Theorie möglich ist, hinweisen. 

7. Man versteht in der Zahlentheorie unter einer (binären) 
quadratischen Form jeden Ausdruck von der folgenden Gestalt: 

in welchem die Coefficienten a, b, c ganze Zahlen sind ; der Aus- 
druck b^ — ac heisst die Determinante der Form.- Zwei 
solche Formen 

ax^ -|- 2bxy -^ ci/^, a x"^ -f- 2b'x'y + cy^ 

von gleicher Determinante werden äquivalent oder zu der- 
selben Classe gehörig genannt, wenn die erste in die zweite 
mittelst einer linearen Transformation 

X = ax -{- ßy, y = yx -{- öy' 

übergeführt werden kann, in welcher die Coefficienten et, ß, y, 6 
ganze, der Gleichung aö — ßy z=i 1 genügende Zahlen sind. 
Haben die Coefficienten a, 2b, c der Form keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler, so heisst sie eigentlich primitiv, wenn sie 
den grössten gemeinsamen Theiler Zwei haben, uneigentlich 
primitiv. 

Denkt man sich nun alle uneigentlich primitiven Formen der 
Determinante — />, so zerfallen diese in eine gewisse, stets end- 
liche Anzahl H verschiedener Classen von, unter einander äquiva- 
lenten, Formen. Die Bemerkung aber, welche wir hier 
anschliessen wollten, besteht darin, dass, wie Diri- 
chiet auf höchst merkwürdige Weise, indem er die 
Analysis mit der Zahientheorie in Verbindung brachte, 
nachgewiesen hat, die Zahl ff genau gleich dem Expo- 
nenten von q in der Gleichung (24) nämlich 

P 
ist. Es ist hier nicht der Ort, auf Dir ic biet 's Methoden näher 
einzugehen, vielmehr muss auf seine betreffenden Arbeiten, deren 
wesentlichste in den Bänden 19, 21, 24 des Crelle'schen Jour- 
nals enthalten sind, oder auch auf seine Vorlesungen über Zahlen- 
theorie verwiesen werden. Nur das Eine muss zur Ergänzung 
des oben Gesagten hinzugefügt werden, dass aus dem Dirichlet- 
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sehen Resultate unmittelbar die Beziehung üb > Sa hervorgeht, 
da die Anzahl H der Classen ihrer Natur nach stets eine positive 
ganze Zahl sein muss. Auf anderm Wege ist derselbe Umstand 
bisher nicht bewiesen worden, auch durfte es, um mit Dirichlet 
zu reden "^j, nicht leicht sein, dafür einen arithmetischen Beweis 
zu finden. 

Zum Schluss ist auf eine Notiz von Jacob i"^*) hinzuweisen^ 
welche besonders geeignet ist, den Scharfsinn dieses grossen 
Mathematikers zu bezeugen. Die Theorie der quadratischen 
Formen lelirt, dass, wenn das Doppelte einer Primzahl q über- 
haupt durch uneigentlich primitive Formen der Determinante 
— p darstellbar ist, es stets eine gewisse kleinste ganze Zahl A 
giebt von der BeschafTenheit, dass 2 . q^ durch die sogenannte 
Hauptform 

darstellbar ist ; diese Zahl h muss stets gleich der Classenzahl H 
oder wenigstens ein Divisor derselben, und jede grössere Zahl 
derselben Beschaffenheit muss ein Vielfaches von der kleinsten 
Ziihl h sein. Bemerken wir nun, dass die Zahlen x, y in der 
Gleichung (24) entweder Beide gerade, oder Beide ungerade sein 
müssen, damit die Summe x^ -\- py'^ eine gerade Zahl wird, so 
ist klar, dass, wenn 

x = 2X-\' Y, y=Y 

gesetzt wird, für X, Y ganzzahlige Werthe sich ergeben werden. 
Durch diese Transformation geht aber die Form oc^-\-py'^ in 



2 (^2Z2 + 2Zr+^-i^ rA 



über, und, aus der Gleichung (24) ergiebt sich die folgende: 

2 b— Sa 

2.q ^ =2Z2+2Zr+^i^ 72. 

Hieraus folgt nach dem eben Bemerkten jedenfalls, dass die 
Anzahl H der Classen uneigentlich primitiver Formen von der 

Determinante — p mit der Zahl ^^ — - in einem einfachen 

Verhältnisse stehen wird. Da Jacobi aber bei einer Reihe von 



*) s. Abhandl. d. Berl. Academie Jahrg. 1837 pag. 57. 
**) in Crelle'ß J. Bd. 9 pag. 189. 
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l^eispieleii fand, dass H dieser Zalil selbst gleich wurde, sprach 
er den Satz aus, dass äberfaaupt die Classenanzahl H durch die 
Formel 

„ Sb^ Sa 
a = 

V 

beslinimt werde, ein Satz, der, wie schon gesagt wurde, durch 
Dirichlet 's Forschungen eine glänzende Bestätigung gefunden hat. 
8. Doch wir wenden uns nunmehr zu der letzten Anwendung, 
welche wir von der Kreistheilung machen wollen; sie betrifft 
einen, für die Theorie der quadratischen Formen von positiver 
Determinante wichtigen Gegenstand. Wenn wir uns auch hier 
auf den einfachsten Fall beschränken, in welchem die Determi- 
nante eine positive Primzahl p ist, so spielt in der Theorie der 
Formen von solcher Determinante die Aufgabe, alle ganzzahligen 
Lösungen /, u der sogenannten 'PelTschen Gleichung 

/2 — pw2 = 1 

zu finden, eine grosse Rolle. Da man indessen aus einer Auf- 
lösung, bei welcher u von Null verschieden ist, leicht alle übrigen 
finden kann, kommt es wesentlich darauf an, eine solche zu finden, 
und es ist nun sehr merkwürdig, dass auch hierzu die Kreis- 
theilung das Mittel darbietet und gerade diejenige Auflösung 
finden lehrt, welche wieder zur Anzahl der Classen äquivalenter 
Formen von der Determinante p eine unmittelbare Beziehung hat. 
Um dahin zu gelangen, müssen wir von den Resultaten der 
Nr. 3 der 15. Vorlesung unsern Ausgang nehmen. Wir haben 
dort die Formel erhalten: 



aP-\ 



2 •»7/^^2 



(27) 4 . '^—_^ = Y{xf - (- 1) ' . pZ{^)- 

Unterscheiden wir nun von vornherein dte beiden 
Fälle, in denen /> die Form 4n + 1 oder die Form 
4n + 3 hat. 

In dem erstem erhalten wir aus (27) durch die Substitu- 
tion a; = 1 folgende Formel : 

(28) 4p = y2_^^2 

wenn mit y, c die reellen ganzen Zahlen bezeichnet werden, in 
welche die Functionen Y[x)y Z[x) bei solcher Substitution über- 
gehen, und welche Beide von Null verschieden sind, da weder 
4p = tß^ noch 4p = — pz^ sein kann. Die Gleichung (28) lehrt 
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ausserdem, dass y durch p theilbar ist; setzt man also y=p:yQ 
und der Uebereinstimmung wegen z = Zq, so ergiebt sich nach 
Division mit p 

(29) V_py,2 = _4. 

Diese Gleichung kann man auch so sciireiben: 

(^0 + yo /p) (^0 — 2/0 /p) = — 4' • 

und durch ihre Quadrirung findet man, wenn man 

(-0 + yo Vp? = (2^0^ + pvo^) + 2^oyo Vp = ^\+y\Vp 

setzt, 

(30) [z, + y, ^p) {z, - y, Y~p) = 16 . 
Die ganzen Zahlen 

«1 = ^0^ + py^^* ^1 = 2 2:0^0 

sind jedenfalls durch Zwei theilbar, wie für y^ von selbst klar 
ist und für z^ sich daraus ergiebt, dass man wegen (29) auch 

2:, = — 4 + 2/)yo^ 

schreiben kann. Sind aber y^, Zq schon gerade Zahlen, so wer- 
den Zp .Vi sogar durch Vier theilbar sein, und man findet dann 

d. h. / = ^, M = ^ ist eine ganzzahlige Auflösung der 
PelTschen Gleichung 

von der gesuchten Art, da y^, Zq, y^, u von Null verschieden sind. 
DieserFall trittstets ein, wennp dieForm8n + lhat. 
Wenn dagegen Zq, y^ ungerade sind, was sie, damit Zq^ — pyQ^ 
gerade werde, gleichzeitig sein müssen, wenn sie nicht Beide 
gerade sind, so sind y^^z^^ nur durch 2 theilbar, also Z2, y^ un- 
gerade, wenn man 

z, = 2^2, 2/1 = 2^2 
setzt, und es ergiebt sich dann aus (30) 

(2^2 + ^2 Vp) (^2 — ^2 ^) = 4 . 

Erhebt man diese Gleichung zum Cubus und setzt 

(H+y2V'p?^{^2^+^PHy'i'^)+{Wy2+py2^)'Vl^=H+y^Vl> 

so übersieht man leicht, dass Z3, ^3 Beide durch 8 theilbar sind ; 
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denn, da jetzt p die Form 8» -f- 5 haben muss, so ergiebt sich 
22^ + ^PPi^ ~ 0, 3^2^ + pyj^ = (raod. 8). 
Da nun 

(h + yzyp) (h — ^3 Vp) = 6^ 

ist, ßndet man 

also sind die beiden ganzenZahlen^=:^, u = ^ eine 

o o 

Lösung der PelTschen Gleichung 

9. In dem zweiten Falle, wo p die Form 4n -|- 3 
hat, würde die Substitution o; = 1 in der Gleichung (27) nur zu 
einer Identität führen. Wenn man dagegen x = t setzt, so wird 
sich ein ähnliches Resultat ergeben, wie im vorigen Falle. Nach 
den Formeln (18) in Nr. 3 der 15. Vorlesung folgt bei dieser 
Substitution 

Y{i) i\ F(—i), Z{i) = i\ Z(- i) . 

Die Functionen Y(i) und Z{i) sind aber ganze complexe 
Zahlen von den Formen y + y"i und z' + 2:"f resp. Wenn 
daher zunächst p die Form 8n -f- 3 hat, so geben die 
vorigen Gleichungen folgende Beziehungen: 

y +2/«== — «(y — y *)> « +«» = «(« — 2 «; 

d.h. 

' ff / f/ 

y = — y , z = z , 

folglich werden Y[i), Z[i) von den Formen: 

Y{i) = y[l-t), Z(0=-z'(l + .•).. 

Ist dagegen p von der Form ^n -\- 7, so erhält man 
die Beziehungen: 

y -\- y i=^t[y —y i), z + z 1 = — t[z —z t), 
aus denen y = y\ z =■ — z' also 

F(i)=y'(l + i). Z(i)=/(l-0 
hervorgeht. 

a?^ — 1 i'' — 1 

Da andererseits für x = % in -: — — übergeht, er- 

hält es, wenn p die Form 4^ + 3 hat, den Werth i, und die 
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Gleichung (27) ergiebt demnach die nachstehende: 

in welcher die doppelten Zeichen mit einander correspondiren, 
oder einfacher, da (1 + t)^ = + 2a ist, 

(31) y'2_p;s'2 = +2, 

was wir auch so schreiben können: 

(/ + *' /p) (y - *YJp) = + 2 . 

Erhebt man nun die letzte Gleichung in's Quadrat und setzt 

[y + z Vp)' = y' + p^'' + 2y'2' Vp = y'i + t\V~P. 

SO sind 

y/ = y' + pz'^ = + 2 + 2/r2'2, ^^' == 2yz 

gerade Zahlen, welche der Gleichung 

(y,' + *'i Vp) (y,' - «,' /p) = 4 

Genüge leisten, und < «= ^, w = ^ zwei ganze Zahlen, für welche 

(/ + u}^){t-u j/p) = 1 
ist, d. h. eine ' ganzzahlige Lösung der PelTschen 

Gleichung. 

10. Hierdurch ist nachgewiesen, dass sich aus 
der Kreistheilung stets eine ganzzahlige Auflösung 
der PelTschen Gleichung ableiten lässt. Diese ist 
jedoch nicht diejenige Auflösung, welche man als ihre Funda- 
mentalauflösung zu bezeichnen pflegt, bei welcher nämlich 
die Zahlen t, u die kleinsten positiven Zahlen sind. Fragt man 
nun , in weicher Beziehung die so gefundenen Auflösungen zu 
der Fundamentalauflösung T, ü stehen, so giebt die Antwort merk- 
würdiger Weise wieder einen innigen Zusammenhang zwischen 
der Kreistheilung und der Theorie der quadratischen Formen, 
insbesondere mit der Bestimmung der Classenanzahl zu erkennen. 
In der That, wenn wir uns der Kürze wegen auf den Fall einer 
positiven Determinante p von der Form 4n -f- 1 beschränken, 
so folgt aus den von Dirichlet gefundenen Ausdrücken für die 
Anzahl H der Classen äquivalenter Formen von einer solchen 
Determinante folgende interessante Beziehung: 

(32) iT+üirpf=(^^^^y~^'^\ 

Baohmank, Lehre d. Kteisth. - 19** 
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wenn y, z die in Gleichung (28) vorkommenden ganzen Zahlen 
nämlich die Werthe F(l) und Z(l) bedeuten, eine Beziehung, 
welche den Zusammen hang der, aus der Kreistheilung 
gewonnenen Auflösung mit der FundamentalauF- 
lösung der Peli'schen Gleichung bezeichnet. 

Dies Resultat giebt endlich noch zu einer Bemerkung An- 
lass, welche der über das Zeichen Zb — Za in Nr. 7 gemachten 
analog ist; die ganzen Zahlen y,z sind nämlich positiv. 
In der That, nach den Formeln in Nr. 3 der 15. Vorlesung ist 

y+z Vp= 2^(1)=2 JJ(l-r-), y-z /p = 2 ^ (1 ) = 2 Ff (1-r*). 

Ist nun a ein quadratischer Rest, welcher grösser als ^ ist, 
so wird, da — 1 hier zu den quadratischen Resten gehört, p — a 
ein quadratischer Rest sein, welcher < |- ist, und umgekehrt. 
Daraus folgt leicht, dass man, wenn a jetzt alle quadratischen 
Reste bezeichnet, welche < -^ sind, setzen kann: 



oder, da (1 — r«) (1 — r"-») = 2 (l — cos ?^ = 4 sin« 



und die Anzahl der Werthe a gleich — — ist, 



p-1 



Ganz ebenso findet man 

wenn man in dem Producte über alle quadratischen Nichtreste 

multiplicirt, die < -|- sind. Diese Gleichungen lehren durch 

ihre Addition, dass y wesentlich positiv sein muss. Da aber T 
und U positiv sind, und 

ist, muss T-\- üyj> 1, folglich nach Gleichung (32) 
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sein, was nur geschehen kann, wenn auch z positiv ist. Auch 
diese Bemerkung ist bisher direct noch nicht bewiesen worden. — 
Schliesslich mag erwähnt werden, dass, wenn man von den 
Darstellungen von 27 Z und 2h^X durch eine cubische resp. 
biquadratische Form ausgeht, welche durch die Gleichungen (40) 
der 15. und (39) der 16. Vorlesung gegeben werden, ähnliche 
Resultate, wie die hier aus der Darstellung von 4X durch eine 
quadratische Form abgeleiteten, gefunden werden können, wie es 
in Bezug auf die cubische Form in einer grossen Abhandlung 
von Eisenstein nachzulesen ist.*) Da es die Grenzen dieser 
Vorlesungen nicht gestatten, hierüber, noch auch über die 
wichtigen Forschungen Dirichl et *s, die Classenanzahl betreffend, 
Ausführlicheres hier beizufügen, müssen wir den Leser, weicher 
darüber weiter unterrichtet zu sein wünscht, auf die bezüglichen 
Abhandlungen verweisen, — 



*) Eisenstein, allgemeine Untersuchungen über die Formen 3^«» 
Grades mit drei Variabein, welche der Kreistheilung ihre Entstehung 
verdanken, in Cr. J. Bd. 28. 



Druckfehlerverz eichniss. 
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8 Zeile 2 v. o. lies: statt; 
32 Zeile 14 v. n. lies f{x) statt (x), 
61 soll in der Fig. 1 der Punkt nicht mit H, sondern 

mit G verbunden sein. 
64 letzte Zeile lies oder statt der. 

67 in der Figur lies J statt V, 

68 Zeile 9 v. u. lies 2"*'^^'*+^^ statt 2'^^'*+^^ 

82 Zeile 1 v. o. lies die e /'-gliedrigen statt die ef- 
gliedrige'n. 

105 Zeile 17 v. o. lies (12?) statt (12*). 

128 Zeile 4 v. u. lies ind. fir statt ind. fi'. 

134 Zeile 20 v. o. Hess: statt. 

_ __ 'i 

143 Zeile 3 v. u, lies —-- statt p — 1. 

209 Zeile 4 v. o. lies Hr^"^ statt Zr^^. 

a 

215 Zeile 4 v. o. lies = statt = . 
218 Zeile 16 v. o. lies + statt — . 

228 Zeile 7 v. u. lies >?o^i^2 + ^o^i^s s^^^tt i/o'Ji^a +.'7o?Ii'28- 
240 Zeile 3 v. o. lies (mod. q) statt (mod. p). 
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